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Segmentation d’images
hyperspectrales

@ Données :
o image de taille N comprise entre ~ 1000 et ~ 100000 pixels,
@ spectres S de ~ 1024 points,
o résolution ~ 4/8 cm~! (10 fois meilleure dans le visible),
@ possibilité de mesurer de trés nombreux spectres par minute...
@ Objectifs immédiats :
@ segmentation automatique de ces images,
@ sans intervention humaine,
o aide a I'analyse des résultats.
@ Objectifs lointains :

@ classification automatique,
@ interprétation...
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Un probleme “jouet”
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Un probléme “jouet”

i




Un probléme “jouet”

i

@ Représentation : correspondance entre les spectres et des points
dans un espace de grande dimension.
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Modélisation “stochastique”
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Modélisation “stochastique”

@ Modele : mélange de gaussiennes a K classes.
@ Densité du mélange :

K
1 1 ts—1
SK,m, ,2(8) = Z Tk 76_5(5_“") o (S—m)
E T e

K
= Z ﬂ-kNMk,Zk (S)

k=1
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Modélisation “stochastique”

@ Modele : mélange de gaussiennes a K classes.
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Estimation “statistiaue”

s
*
* - * '... ot
. e
P | o oty Rt
* w¥ g g ¥
[ A
rre o LTI 30
. e Rt B e +4 -
* ., ke prt g -
Wl e A
g, €% LAY XY
L L A
s, ‘i 3 RgLE L
LY A g Es




Estimation “statistiaue”
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Estimation “statistiaue”

@ Estimation des 7y, ik et L, par maximum de vraisemblance :
N

(7/1-\1(7 l/'l’\k7 Zk) = argmax Z |Og SK’(ﬂ'kuulﬂzk)(Si)
i=1



Estimation “statistiaue”

@ Estimation des 7y, ik et L, par maximum de vraisemblance :
N

(ﬂ) l/'l’\k7 Zk) = argmax Z |Og SK’(Trk7lLk7zk)(Si)
i=1

@ Estimation de k(S) par maximum 3 posteriori :

k(S) = argmax 7 N, 5, (S)



Modélisation par un mélange de
gaussiennes

@ Modélisation stochastique des spectres S :

@ existence de K classes de spectres,
. K
@ proportion 7, pour chacune des classes (>, _; mx = 1),
o loi gaussienne NV, 5, sur chacune des classes (restriction forte!)

@ Densité sy de S proche de p
s(8) =Y MmNy 5,.(S)-
k=1
@ Objectif : estimer les parametres K, my, i, Lk a partir des données.

@ Pourquoi ? : possibilité d'assigner ensuite une classe a une
observation par maximum de vraisemblance

k(S) = argmax 7, N, 5, (S)



Modele de mélange de gaussiennes

K
@ Densité sp de S proche de 5,(S) = Z TNy 5. (S).
k=1
@ Modéle Sp = {sm} :
o choix d'un nombre de classe K,
@ choix d'une structure pour les moyennes i et les covariances
Y = Ly D AkD;,
@ Modeles [11 L D A]X : contraintes (valeurs connues, communes ou
libres...) sur les moyennes ik, les volumes Ly, les bases de
diagonalisation D et les valeur propres Ay.

@ Modele S, : modele paramétrique de dimension
(K — 1) +dim([u L D A]X) dans un espace de dimension p.
@ Estimation par maximum de vraisemblance des paramétres :

@ pour chaque classe, la moyenne p et la covariance Xy = LD Ak D),
@ les proportions 7, du mélange.

@ Technique classique avec algorithme (EM) efficace disponible.



Max. de vraisemblance et MM

@ "Maximum” de vraisemblance 3 K fixé :

N K
(Tk, 1ok, k) = argminz —In (Z WkNuk,Zk(Si)>

i=1 k=1
= argmin L(m, p, X)
@ Fonctionnelle L compliquée!
@ Algorithme itératif (MM) :
o Estimée courante : (7" p(") ¥ (),
o Construction d'un Majorant L(") de L tel que

L () () 5 ) — [ () () 5 (00

et L(" facile 3 minimiser.
o Calcul d'un Minimiseur

(,n_(n+1)7 M(n+1)7 Z(”*l) = argmin L(n)(W, M, Z)

@ Méthode trés générique...
@ La minimisation peut étre remplacée par une simple diminution...



Max. de vraisemblance et EM

@ Retour vers L :

N
L(m,pu, X) = Z In (Z T Ny 54 (S ) Z Li(m, 1, X)

i=1 k=1
@ EM : cas particulier de MM pour ce type de meIange,
o Espérance (conditionnelle) : a I'étape n, on pose

ﬂ.(")N N R Si

Pl — p( = MOMG) Z(”) __" (0 50 (S)
Zk’:l ij) N—“(n)_z(n) (Si)

k' k!
et Li( (myp, X ZP In (mk Nouy 5 (S5))

o Kullback : L' < L") 4 Cst™(" avec égalité en (w(™, p(m), x(m).
@ Bonus :
o Séparabilité de L") en 7 et (u, X) :

n

L) (7, 1, X ZP Nz (8)) = S Py in ()

k=1

o Formules closes pour la Minimisation de L(") en 7 et (1, ¥)!
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Combien de classes ?
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Combien de classes ?

Y A ¥ G
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Fidélité —— + + + + + + +-

@ Question difficile ou la vraisemblance (la fidélité) ne suffit pas!



Combien de classes ?

gmmm

Fidélité + —|— + + + +
Simplicité + + ++ + + + ++ + -

@ Question difficile ou la vraisemblance (la fidélité) ne suffit pas!



Combien de classes ?

nmmm

Fidélité —‘,— —|— —l,- + _l’_ +
Simplicite. ~ + + ++ + + + ++ + -

@ Question difficile ou la vraisemblance (la fidélité) ne suffit pas!

@ Prise en compte de la complexité du modele ?
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Les multiples ne doivent pas étre utilisés sans
nécessité.
Guillaume d'Ockham (~ 1285 - 1347)



Le rasoir d’Ockham
: e T
@Jf.{-a&

Les multiples ne doivent pas étre utilisés sans
nécessité.
Guillaume d'Ockham (~ 1285 - 1347)
@ Rasoir d'Ockham (principe de simplicité) : il ne faut pas ajouter des
hypothéses, si celles utilisées suffisent déja!

@ Compromis entre pouvoir d'explication et simplicité.
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Sélection par pénalisation

Vraisemblance

Simplicité ++++ ++ + ++ + -



Sélection par pénalisation

L ad B
Vraisemblance —|— —|— + _|_ + _.I_
+ Simplicité + 4+ 4+ + + 4+ ++ —+ _

~ Compromis ++ ++++ A+t e+



Sélection par pénalisation

Vraisemblance —|— —|— + _|_ + _|_
+ Simplicité + 4+ 4+ + + 4+ ++ —+ _
~Compomis +F e

N
@ Vraisemblance : Zlog Sk(Xi).

i=1
@ Simplicité : —ADim(Sk) (beaucoup de théorie derriére).
@ Estimateur pénalisé :

argmax Z log Sk (Xi) — ADim(Sk)
i=1

Vraisemblance Pénalité



Sélection par pénalisation

Vraisemblance
+ Simplicité ++++ + + +
= Compromis ++ ++++
N
@ Vraisemblance : Zlog Sk(Xi).
i=1
@ Simplicité : —ADim(Sk) (beaucoup de théorie derriére).
@ Estimateur pénalisé :
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Sélection par pénalisation

Vraisemblance
+ Simplicité ++++ + + +
= Compromis ++ ++++
N
@ Vraisemblance : Zlog Sk(Xi).
i=1
@ Simplicité : —ADim(Sk) (beaucoup de théorie derriére).
@ Estimateur pénalisé :

argmax Z log Sk (Xi) — ADim(Sk)
i=1

Vraisemblance Pénalité

@ Optimisation en K par exploration exhaustive !
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Sélection de modéeles

@ Comment choisir le “modeéle” S,, :

@ le nombre de classe K,
o le modele [u L D AJK?

@ Principe de sélection de modeles par pénalisation :

o choix d'une collection de modeéles S,,, = {s,,} avec me€ S,

@ estimation par maximum de vraisemblance d'une densité 5,, pour chaque
modele S,

o sélection d'un modéle m par

m = argmin — In(S,,) 4+ pen(m).

avec pen(m) = x(In(n)) dim(Sy,) (dimension intrinseque de Sp,),
@ Résultats (Birgé, Massart, Celeux, Maugis, Michel...) :
@ théorique d'estimation du mélange : pour x assez grand,

Pen(m)>+cﬂ

meS \ sm€ESm

E[dZ(so,ga)] < C inf ( inf KL(so,Sm) + .

o pratique de classification non supervisée (# segmentation),
o consistance de la classification si InIn(n) dans la pénalité...



Retour a nos violons

Représentation F—

vOH VCH,/CH; vC=0
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Segmentation et mélange de
gaussiennes

@ Objectif initial : segmentation # classification non supervisée.

@ Prise en compte de la position spatiale x du spectre a travers les
proportions du mélange (Kolaczyk et al) : modele de densités
conditionnelles

K
s(Slx) = Z ,uk,):k (S).

@ Modele mélangeant paramétrique et “non-paramétrique”...
@ Estimation a partir des données :

@ pour chaque classe, la moyenne py et la covariance Xy = Ly DxAx Dy,
o de la fonction de mélange mx(x).

@ 7 (x) fonction : régularisation nécessaire.

@ Principe de sélection de modéles...



Mélange de gaussiennes et
partition hiérarchique

@ Comment choisir le “modele” S,, ? :
o le nombre de classe K,
o le modele [u L D AX,
o la structure des parameétres de mélange mx(x).

@ Structure simple : m(x) = Z Tk[Rlx{xery = Tk [R(x)]
ReP
@ constant par morceau ] 5 | S| 5

sur une partition “hiérarchique”, | swloa] | ]
@ optimisation efficace possible, s | s 5 :
@ performance d’'approximation EoapeT ST —
raisonnable.

o dim(Sm) = |P|(K — 1) + dim([uu L D A]%).
@ Pénalité pen(m) = kIn(n) dim(S,) suffisante pour

o le contrdle théorique en terme d’estimation de densité,
o |'optimisation numérique (EM + programmation dynamique).




Densités conditionnelles

@ Cadre plus général : observation de (Xj, Y;) avec X; indépendants et
Y; indépendants de loi de densité sp(y|X;).

@ Objectif : estimation de sp(y|x).
@ Principe de sélection de modeles par pénalisation :
@ choix d'une collection de modeles S, = {sn(y|x)} avec m € S,
@ estim. par max. de vraisemblance d'une dens. §,, pour chaque modele
Sm: N
$n = argmin — Z Insm(Yi|Xi)
Sm€ESm i—1
o avec pen(m) a bien choisir, sélection d'un modéle m par
N
m = argmin — Z InSm(Yi|X:i) + pen(m).
mes i

@ Résultat d'estimation de densité du type

!
E[dz(soﬁnq)} < C inf ( inf  KL(so,Sm) + penn(m)> +£_

meS \smESm n



Theorem

Assumption (H) : For every model S, in the collection S, there is a non-decreasing function ¢ (d) such that
6 — $6m(3) is non-increasing on (0, +00) and for every o € RT and every s, € Sp,

/ Hipdon (6 Sm(5m: @) de < fm(0).
0
Assumption (K) : There is a family (xm)mea of non-negative number such that

Z e M <Y < 400
mem
Theorem
Assume we observe (X;, Y;) with unknown conditional sy. Let S = (Sm)mem a at most countable model
collection. Assume Assumptions (H), (K) and (S) hold.
Let s, be a ¢ -log-likelihood minimizer in Sy, :

N N
S —InGa(YilX)) < inf (S —In(sm(Yil X)) | +6
= SmESm i1
Then for any p € (0,1) and any Cy > 1, there are two constants ko and C, depending only on p and Cy such
that,

as soon as for every index m € M pen(m) > & (nafn + xm) with k > kg

1
where o, is the unique root of ~¢m(c) = v/no,
o
the penalized likelihood estimate 5=, with m defined by

N
M = argmin Y —In(3m(Yi|X;)) + pen(m)
mem =

0

n

satisfies  E [JKL"(s0,35)] < Cu inf ( inf KLE"(so, 5m) + 22

>
) +G—+
mES \SmESm n n




Théoreme

@ Inégalité oracle

£ 6
E[JKLE(s0.55)] < G _inf ( inf KL% (sp, Sm) + pen(m)) + G+
n

n

Sm€ES \smESm n
dés que
pen(m) > k <na§, + xm) with £ > Ko,
ol no2, mesure la complexité du modele S,, (entropie) et x,, le coiit

de codage dans la collection (Kraft).

@ « Distances » utilisées KL®" et JKLS" : divergence de Kullback et
divergence de Jensen-Kullback « tensorisées ».

@ no2 lié A 'entropie a crochet de S, mesurée par rapport a la
distance de Hellinger tensorisée d?°®n.



Le cas des modeles de mélanges
spatiaux

@ Calcul d'un majorant des entropies a crochet possible (cf Maugis et
Michel) impliquant :

no2, < <C' E ( (C’d”’::(S)))+> dim(Sm).

im(Sm).

@ Codage de la collection avec x,, < &

@ Condition sur la pénalité :

pen(m) > (Iﬁll (C' E <In (C’dlr’:(5)>>+> + Kﬂjl> dim(Sm)

> Xo0.n|P|(K — 1) 4+ A1ndim([u L D A]F)



Optimisation numérique

@ Sélection de modeéle par pénalisation :

N K
argmin ~> In <Z Tk[R(x:)] ./\/'Mk;k(Si)>
k=1

K?[MLDA]KJLZ,P,TI i=1
+ Xo,n|PI(K — 1) + Ay, pdim([u L D A]¥)

@ Optimisation du nombre de classe K et de la structure des moyennes
et des covariances [u L D A]X par exploration exhaustive.

@ Sélection de modele 3 nombre de classes K et structure [ L D AJ¥
fixés :

N K
argmin — Z In <Z TR N 54 (Si)> + Xo,n|PI(K — 1)

wEPT i k=1

@ Deux astuces :

o Algorithme EM
o CART (programmation dynamique)



Algorithme EM
@ Etape E : avec P,';’(") = P(ki = k|x;, S;, P (") (m) 5(m)
N K
=>_In (Z T[R(x)] N5, (S )) + Ao PI(K — 1)
i=1 =

N K
<=3 A In (ml RO + ol PI(K — 1)

i=1 k=1

( Z Z P, i»(n) In (N, 5, (Si ))) + Cst(™
i=1 k=1

avec égalité en (P(M 7", (n) 5 (n)
@ Etape M : optimisation séparée en (P, 7) et (i, X) possible,

o Optimisation en (u,X) : formule close (et classique..).
o Optimisation en (P, ) plus intéressante !



Etape M et CART

S1

Sa

Su | Siz
Sa

Siz | S

S

Ss

Si

Sn
Sy

)

Sia

Sy

T F
Sn

Sz | Saa

Etape 1

Etape 2

@ Optimisation en (P, 7) de

N

i=1 k=1

>

REP

(ZZP

[xi€R k=1

@ Deux propriétés clés :
o Pour chaque R, optimisation simple de 7x[R].

@ Structure de colit additive en R...

Etape 3 Arbre quaternaire

K .
> PI in (m [R(x)]) + Ao.al P(K — 1)

In (mk[R(xi)]) + Ao,n(K — 1))

@ = Algorithme d'optimisation rapide de type CART (Programmation
dynamique sur la structure d'arbre).



Segmentation automatique

@ Résultat numérique selon la prise en compte du caractére spatial :
Sans Avec

@ K =38, [Lx DAL]X et partition optimale.
@ Calibration de la pénalité par heuristique de pente.
@ Réduction de dimension par (simple) ACP...



Segmentation automatique

@ Résultat numérique selon la prise en compte du caractére spatial :
Sans Avec

@ K =38, [Lx DAL]X et partition optimale.
@ Calibration de la pénalité par heuristique de pente.
@ Réduction de dimension par (simple) ACP...




Segmentation et classification




Le secret de Stradivarius _

@ Deux couches fines de vernis :
@ une premiere couche d'huile simple, similaire a celle des peintres,
pénétrant légerement le bois,
@ une seconde d'un mélange huile, résine de pin, pigments donnant cette
couleur rouge caractéristique.
@ Technique classique pour I'époque.
@ Le secret de Stradivarius n’est pas dans le vernis !



Conclusion



Conclusion

@ Cadre :
@ Probleme de segmentation non supervisée.
o Estimateur de densités conditionnelles par maximum de vraisemblance et
pénalisation.
@ Résultats :
o Garantie théorique pour |'estimation de densités avec des distances
tensorisées.
Applicable au probleme de segmentation.
Algorithme efficace de minimisation.
Algorithme de segmentation intermédiaire ente les méthodes spectrales et
les méthodes spatiales.
@ Perspectives :
o Lien entre |'estimation de densités conditionnelles et les performances de
segmentation.
o Calibration par heuristique de pente des deux problemes.
@ Réduction de dimension adaptée a la classification non supervisée...
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