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Segmentation d’images
hyperspectrales

Données :
image de taille n comprise entre ∼ 1000 et ∼ 100000 pixels,
spectres S de ∼ 1024 points,
résolution ∼ 4/8 cm−1 (10 fois meilleure dans le visible),
possibilité de mesurer de très nombreux spectres par minute...

Objectifs immédiats :
segmentation automatique de ces images,
sans intervention humaine,
aide à l’analyse des résultats.

Objectifs lointains :
classification automatique,
interprétation...



Modélisation par un mélange de
gaussiennes

Modélisation stochastique des spectres S :
existence de K classes de spectres,
proportion πk pour chacune des classes (

∑K
k=1 πk = 1),

loi gaussienne N (µk ,Σk) sur chacune des classes (hypothèse forte !)
Densité :

S ∼
K∑

k=1
πk N (µk ,Σk)(S)dS

Objectif : estimer les paramètres K , πk , µk , Σk à partir des données.
Pourquoi ? : possibilité d’assigner ensuite une classe à une observation
par maximum de vraisemblance

k̂(S) = argmax πk N (µk ,Σk)(S)

Résultat en terme d’estimation de densité...



Modèle de mélange de gaussiennes
Densités : S ∼

K∑
k=1

πk N (µk ,Σk)(S)dS

Modèle Sm :
choix d’un nombre de classe K ,
choix d’une structure pour les moyennes µk et les covariances
Σk = LkDkAkD′k

Modèles [µ L D A]K : contraintes (valeurs connues, communes ou
libres...) sur les moyennes µk , les volumes Lk , les bases de
diagonalisation Dk et les valeur propres Ak .
Modèle Sm : modèle paramétrique de dimension
(K − 1) + dim([µ L D A]K ) dans un espace de dimension p.
Estimation par maximum de vraisemblance des paramètres :
pour chaque classe, la moyenne µk et la covariance Σk = LkDkAkD′k
les proportions πk du mélange.

Technique classique avec algorithme (EM) efficace disponible.



Sélection de modèles
Comment choisir le “modèle” Sm :
le nombre de classe K ,
le modèle [µ L D A]K ?

Thème central du projet SELECT.
Principe de sélection de modèles par pénalisation :
choix d’une collection de modèles Sm = {sm} avec m ∈M,
estimation par maximum de vraisemblance d’une densité ŝm pour chaque
modèle Sm,
sélection d’un modèle m̂ par

m̂ = argmin− ln(ŝm) + pen(m).

avec pen(m) = κ(ln(n)) dim(Sm) (dimension intrinsèque de Sm),
Résultats (Birgé, Massart, Celeux, Maugis, Michel...) :
pratique de classification non supervisée ( 6= segmentation),
théorique d’estimation du mélange : pour κ assez grand,

E
[
d2(s, ŝm̂)

]
≤ C inf

m∈M

(
inf

sm∈Sm
KL(s, sm) +

pen(m)

n

)
+

C ′
n .
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Segmentation et mélange de
gaussiennes

Objectif initial : segmentation 6= classification non supervisée.
Prise en compte de la position spatiale x du spectre à travers les
proportions du mélange (Kolaczyk et al) :

S(x) ∼
K∑

k=1
πk(x)N (µk ,Σk)(S)dS.

Modèle mélangeant paramétrique et “non-paramétrique”...
Estimation à partir des données :
pour chaque classe, la moyenne µk et la covariance Σk = LkDkAkD′k ,
de la fonction de mélange πk(x).
πk(x) fonction : régularisation nécessaire.
Principe de sélection de modèles...



Mélange de gaussiennes et
partition hiérarchique

Comment choisir le “modèle” Sm ? :
le nombre de classe K ,
le modèle [µ L D A]K ,
la structure des paramètres de mélange πk(x).

Structure simple pour πk(x) :
constant par morceau sur une partition “hiérarchique”,
optimisation efficace possible,
performance d’approximation raisonnable.

dim(Sm) = |P|(K − 1) + dim([µ L D A]K ).
Pénalité pen(m) = κ ln(n) dim(Sm) suffisante pour
l’optimisation numérique (EM + programmation dynamique),
le contrôle théorique : pour κ assez grand,

E
[
d2(s, ŝm̂)

]
≤ C inf

m∈M

(
inf

sm∈Sm
KL(s, sm) +

pen(m)

n

)
+

C ′
n .



Theorem
Assumption (H) : there is a non-increasing function φ̃m(δ, βφ) such that δ 7→ δφm(δ) is non-decreasing on
(0,+∞) and for every σ ∈ R+ and every sm ∈ Sm

1
σ

∫ σ

0

√
H

[·],d⊗n (ε, Sm(sm, σ)) dε ≤ φm(σ).

Theorem (up to some technical conditions) : Assume we observe (Xi , Yi ) with unknown law parametrized by s. Let
(Sm)m∈M a at most countable model collection.

Assume that there is a family (xm)m∈M of non-negative number such that
∑
m∈M

e−xm ≤ Σ < +∞and, under

assumption (H), let σm be the unique root of φ̃m(σ) =
√

nσ. and let ŝm be a ρ maximum likelihood minimizer in Sm

n∑
i=1

− ln(̂sm(Xi , Yi )) ≤ inf
sm∈Sm

(
n∑

i=1

− ln(sm(Xi , Yi ))

)
+ ρ

For any C1 > 1, there are two absolute constants κ0 and C2 such as soon as for every model m ∈ M

pen(m) ≥ κ
(

nσ2m + xm
)

with κ > κ0,

the penalized likelihood estimate ŝ
m̂

with m̂ defined by m̂ = argmin
m∈M

n∑
i=1

− ln(̂sm(Xi , Yi )) + pen(m) satisfies

E
[
d
2⊗n (s, ŝ

m̂
)
]
≤ C1 inf

S∈M

(
inf

sm∈Sm
KL⊗n (s, sm) +

pen(m)

n

)
+ C2

Σ

n
+
ρ

n
.



Kullback, Hellinger et extensions
Inégalité oracle en sélection de modèles de la forme :

E
[
d2(s, ŝm̂)

]
≤ C

(
inf

m∈M
inf

sm∈Sm
KL(s, sm) +

pen(m)

n

)
+

C ′
n .

Densité : Hellinger d2(s, s ′) (ou affinité) (Kolaczyk, Barron, Bigot).
Massart : raffinement avec d2(s, s ′) = 2KL(s, (s ′ + s)/2).
Ici : observation de (Xi ,Si ) où les Xi sont indépendants et Si suit la
loi s(Xi , ·) (conditionnement au design...)
Estimateur ŝ(x , ·)
Tensorisation de Kullback et d2(s, s ′)

KL⊗n (s, s ′) = E
[
1
n

n∑
i=1

KL
(
s(Xi , ·), s ′(Xi , ·)

)]

d2⊗n (s, s ′) = E
[
1
n

n∑
i=1

d2
(
s(Xi , ·), s ′(Xi , ·)

)]

Distances raisonnables dans le cas fixed design et random design...



Inégalité oracle et distances

Inégalité oracle de la forme

E
[
d2⊗n (s, ŝm̂)

]
≤ C inf

m∈M

(
inf

sm∈Sm
KL⊗n (s, sm) +

pen(m)

n

)
+

C ′
n

sous une condition liant entropie à crochet des modèles et pénalité.
On retrouve exactement le théorème classique si s(Xi , ·) = s(·).
Bon scaling de d2⊗n (s, ŝm̂) et KL⊗n (s, sm) avec n : ils restent du
même ordre de grandeur.
Problème dans Bigot et al avec Hellinger avec une uniforme pour Xi :

1
nd2(s, ŝm̂) ≤ 2

n !

Pas ce soucis avec Bhattacharyya-Renyi de Kolaczyk et Barron...



Pénalité et complexité
Pénalité liée à la complexité du modèle et de la collection.
Complexité du modèle Sm (entropie) :

H[·],d⊗n (ε,Sm) entropie à crochet lié à la distance de Hellinger tensorisée
(d⊗n =

√
d2⊗n =

√
E
[ 1

n
∑

d2(s(Xi , ·), s ′(Xi , ·))
]
).

Hypothèse (H) : pour tout modèle Sm, il existe une fonction décroissante
φ̃m(δ) telle que δ 7→ δφm(δ) soit croissante sur (0,+∞) et telle que pour
tout σ ∈ R+ et tout sm ∈ Sm

1
σ

∫ σ

0

√
H[·],d⊗n (ε,Sm(sm, σ)) dε ≤ φ̃m(σ),

Complexité mesurée par φ̃2(σm) avec σm l’unique racine de φ̃m(σ) =
√

nσ
Complexité de la collection (codage) :
complexité donnée par xm satisfaisant Kraft

∑
m∈M

e−xm ≤ Σ < +∞

Contrainte (classique) sur la pénalité

pen(m) ≥ κ
(
φ̃2(σm) + xm

)
avec κ > κ0.



Retour vers les modèles de
mélanges spatiaux

Contrôle de H[·],d⊗n (ε,Sm(sm, σ)) pour les modèles de mélanges
spatiaux (cf Maugis et Michel) :
contrôle d’un majorant de l’entropie : H[·],d sup (ε,Sm) où
d sup =

√
d2 sup =

√
supx d2(s(x , ·), s ′(x , ·)),

résultat valide pour toutes les classes de mélanges ([µ L D A]K ) et toutes
les partitions :

H[·],d sup (ε,Sm) ≤ dim(Sm)(C + ln 1
ε

)

avec C presque explicite (utilisation d’un lemme de Szarek sur l’entropie
de SO(n) sans constante explicite...).
implication : φ̃2m(σm) ≤ κ′ ln(n) dim(Sm).

Codage de la collection avec xm ≤ κ′′|P| ≤ κ′′

K−1 dim(Sm).
Condition sur la pénalité :

pen(m) ≥
(
κ′ ln(n) +

κ′′

K − 1

)
dim(Sm).



Le secret de Stradivarius

Deux couches fines de vernis :
une première couche d’huile simple, similaire à celle des peintres, pénétrant
légèrement le bois,
une seconde d’un mélange huile, résine de pin, pigments donnant cette
couleur rouge caractéristique.

Technique classique pour l’époque.
Le secret de Stradivarius n’est pas dans le vernis !
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