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Cadre

Estimation de densité
® Xi,..., X, iid de loi fo(x)dx.
@ Hyp : fy € L.
@ Pas d'hypotheése fy € L™ et surtout pas ||fy]c connue.

Approche dictionnaire
@ Dictionnaire arbitraire D = {¢x }1<k<p-
@ Hyp : ¢k € 2N L™ et |pxfoo connue.

p
@ Notation : f, = Z APk
k=1

Objectifs
@ Estimation de fy par une combinaison linéaire f\ du dictionnaire D.
@ Mesure de I'erreur en norme L2.

@ Cas p > n possible...




Estimateur de Dantzig

Produits scalaires
@ Produits scalaires et espérances : i = (fo, o) = E (dx(X)).

A 1
@ Produits scalaires empiriques : Sy = - Zgbk(X,-) ~ By.
i=1
@ G : matrice de Gram du dictionnaire D (G ki = (¢, di’))-

p
® Pour f = > Ak, (F, dk) = (GA)x
k=1

Contraintes et régularisation

@ Recherche de ) tel que G\ ~ B~ B.
@ Contraintes de Dantzig : Vk € {1,...,p}, [(GN)k — Br| < m«.
@ + Régularisation par la norme ¢; de A.

@ Estimateur de Dantzig :
AP = argmin|AJ,, sous Yk e {1,...,p} [(GN)k — Bl < .




Estimateur Lasso / SPADES

Norme quadratique
@ Erreur L?: |[f — o3 = ||f||2 —2E (f(X)) + | fo]3.

@ Contraste L? : = —2- Z F(X) + [F13 = |f — fol3 — [f]3:

@ Pour f, = Z Mok, Y(F ): —2)\*5 + A*GA.
k=1

Contraste et pénalisation
@ Minimisation du contraste empirique pénalisé par 2>, 7x| k|-
@ SPADES/Estimateur Lasso :

A= argmln; ( 2N B+ )\*GA) + Z k| Nkl
k=1

Lien Dantzig/Lasso

@ Condition d'optimalité de premier ordre du Lasso
= Contraintes de Dantzig, Vk € {1,...,p}, [(GA\)k — Bk| < n«k

@ Lien fort entre les deux estimateurs...




Bibliographie parcimonieuse

Pénalisation /7 en statistique
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@ Donoho et al. (95-01) Basis Pursuit.

Parcimonie et systeme sous déterminé
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Parcimonie et /; en statistique
@ Candes et Tao (2007) Dantzig.
@ Lasso/Dantzig, SPADES : Tsybakov, Bickel, Ritov, Bunea, Wegkamp

@ Enorme littérature : Plan, Temlyakov, Lounici, van de Geer,...
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Inégalités de concentration
Choix de 7
@ Comment choisir 1, pour que P (]ﬁk — 3,(\ > 77k) < e 13/27

@ Concentration d'un processus empirique simple autour de sa moyenne.

Hoeffding

|9l oo 3 —u2)2
NG :>P(\5k—ﬁk|>77k)§2€ :

@ Souvent utilisé mais majoration grossiere n'utilisant pas fy et
limitation sur la norme des ¢y.

@ n=u

Bernstein

@ Utilisation de la variance : 02 = Var (¢x(X)).
2
(o2 u [o’e) A —u
. 9o _, P(|5k—5k! >77k) <272,

@ Nk =U—r+ —
Mk Jn 3
@ Prise en compte fine de fy et limitation beaucoup moins forte sur la
norme de ¢y.




Inégalités de concentration

Bernstein (suite)

@ Pb : Comme fy, la variance est inconnue...

@ Majoration possible mais perte du caractére fin :
0 0k < |¢k|oo (= Hoeffding)
o a1 < [f[5’|6kl2 (Pb hypothése sur |f]x)

Adaptation/Auto renormalisation
Vari . A2 1 < X B 2
o . = — ) —
ariance empirique : 5 —3 ; (qﬁk( i) k)
ok | U ||¢k||oo
[+ = 71—
77k f + 3

@ Prise en compte adaptatlve de la variabilité de f.
® De plus, B (|8 — o4 > 2ul?tl=) < pe=e?/2,

= P <|,8k — Bi| > nk) <2e7 /2




Controle sur les coefficients avec
grande probabilité

Controle sur les coefficients
@ Borne d'union avec u = \/27 log p.

o ’I] =+/2vlo — + —/ylo
ylogp \[ 3

L'évenement €.,

s s 1 ~y1—1
@ Pour tout 7 > 0, évenement €2, de proba > 1 —2 <7> :

Q,, ={Vke{1,....p}, |8k — Bil <}

@ De plus sous Q, : Vk € {1,...,p}, |0k —ok| <227 |ng”¢iﬂ
n

su g 2 < 2 IO Tk

kp77k 77 ]]oo < 2 gpf

(\/’W"" ,y)long(ﬁkHoo




Estimateurs
Contrainte de Dantzig

@ Pour v >0, Yk € {1,...,p}

‘(G)‘)k_Bk’ <0 =+2ylogp —4-*7 log H¢’;7H°°

PUn T3

Estimateurs pénalisés adaptatifs
@ Dantzig :

AP0 — argmin| A, sous Vk € {1,...,p}, |(G)\)k — Bkl < mj°.

o 1
@ Lasso : A\b0 = argmin§ ( 20" B + /\*G)\) + Z | Akl
k=1

Variantes

@ Estimateurs non adaptatifs en remplacant n)° par )°

1/2
. k fo Kl | 2
2 = min(v/270 Iogp”gb\}:o, V270 log p””oo\[lgb” + >0 logp

3

|2kl
n

@ Amélioration possible avec une seconde étape de type moindre carré

sur le support de \ (3 la Gauss-Dantzig).

)
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Mix2 = Fourier + Boxes + Haar
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Dantzig et Dantzig+LS
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Dantzig / Lasso f;/f
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Dantzig / Lasso f3/f,
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Dantzig / Non adaptive D. f;/f
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Dantzig / Non adaptive D. f3/f,
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Dantzig / Dantzig+LS f/f
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Dantzig / Dantzig
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Hypotheses sur le dictionnaire
Hypothéses de structure sur le dictionnaire
@ Indispensable pour obtenir des résultats.

@ Variante autour des bases orthonormées...

Hypothese locale
@ Hypothése « minimale » pour obtenir un résultat.

@ Soit Jy un support, I'hypothese locale HL(Jy, K, f4,) €St :
ralhale = s (Mgl = Pale) |
| ol

est vérifiée pour tout A avec Ky, > 0 et py, > 0.

Ifl2 >

@ Pour un dictionnaire D orthonormé, x,, = 1 and py, = 0 convient :
Y13
| Jol

@ RIP, RE et leurs variantes = HL(Jo, k4, pt,) dés que |Jo| < ¢
avec k, et uy, ne dépendant que de la taille du support.

[fl2 = 1Al = [Aslle, =

n
logn

v




Théoréeme Dantzig

Théoreme

-1
@ Sous €2,,, événement de proba > 1 —2 ( )71 , si I'hypothése locale

1
P
HL(Jo, Ky, 141,) est satisfaite alors pour tout A € RP

[Fo — Rl3 < I = ol +

2,U/J0>2 (”XD”YO "51 - ")‘"11)3-

+ (14
( KJo |J0|

1
+ 4 <1 i —2> ol(I® e + ™1 )?

Jo

Interprétation

@ Biais ( Approx. par f + _ ) / Variance

@ “Faisabilité” de la contrainte de Dantzig




Variance

Terme de variance

1
@ Dans le théoréeme : 4 (1 4= —2> 1Jol (Jnlew + 77 e )?
K

Jo
@ Sous €2,
0'
(17l + 1™l )2 < 8(30 +71) log p=2eZk
49 sup k
—|—64Iog p('yo'yl+36 )klf HOO

@ Simplification dans le théoréme!




Théoréeme Dantzig simplifié

Théoreme

-1
@ Sous €2,,, événement de proba > 1 —2 ( )71 , si I'hypothése locale

1
P
HL(Jo, Ky, 144,) €st satisfaite alors pour tout A € RP

17270 — fl3 S Ih = fol3 +

205\ 2 (IAP]lg, — AL )3
+ (1+
K |J0|

1 supy o2
+ 32(70 +m) (1+K—2> IJollogp—p,’f, !
Jo

Interprétation

@ Biais ( Approx. par f + _ ) / Variance

@ “Faisabilité” de la contrainte de Dantzig




Contrainte de Dantzig

“Faisabilité” de la contrainte de Dantzig

2/J’Jo)2 (”)‘D’% "51 - ")‘"51)3-

K |J0|

@ Dans le théoréme : (1 +

@ Contréle difficile : pas de lien a priori entre \ et Do
@ Disparition si [A¢, > AP0,

@ Disparition si A satisfait la contrainte de Dantzig.

Corollaire

. Lz 1\n—1 .
@ Si v1 < v, sous €2, événement de proba > 1 —2 (5) , S

I'hypothese locale HL(Jo, K, t,) est satisfaite et si £y, = Ppfy alors

|72 —%]3 < [Ppfo — fol3 +

1 sup, o2
+ 32(70 + 1) (1+ )IJollogp% :

Jo




Théoréme Dantzig/Lasso
Dantzig/Lasso

@ Proximité des estimateurs = proximité des solutions?
@ Proximité déja prouvée dans un sens car £ est faisable...

@ Contréle plus fin possible.

Théoréme (sans le terme de Dantzig)

-1
@ Sous €2,,, événement de proba > 1 —2 (%)VI , si I'hypothése locale
HL(Jo, Ky, 144, ) est satisfaite alors

170 — I3 — P+ -

+ 32(v0 + 1) (1

1 sup, o7
)IJollogp ok
Jo




Pénalité minimale
Choix de g

@ Comment choisir g ?
@ Paramétre de pénalisation :
@ 7o grand : surlissage (grand biais),
@ 7o petit : instabilité (grande variance).
@ Inégalité oracle pour tout 7 :
@ 7o grand : surpénalisation de la variance dans I'inégalité oracle,
@ o petit : présence du terme Dantzig en (|A>7°],, — [ A|¢, ) ) difficile a
controler.

Pénalité minimale
@ Bon calibrage : o =1 !
@ Résultat théorique :

Yo—1
@ Sivp >1:avec proba>1-2 (%) , inégalité oracle sans le terme

Dantzig pour tout A tel que £\ = Ppf.
o Siyp < 1: théoréme montrant que I'estimateur est mauvais (sur un cas
simple d’estimation de la densité uniforme sur [0, 1] dans la base de Haar).

y
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Conclusion

Estimation de densité par Dantzig adaptatif

@ Nouvelle méthode d’estimation de densité par pénalisation /5.

Utilisation d'inégalités de concentration fine pour obtenir une
pénalisation adaptative.

Inégalité oracle en probabilité sur I'estimateur.
Lien avec le Lasso adaptatif.

Calibration de la pénalité : pénalité minimale.

Hypothéses assez faibles sur la structure du dictionnaire.

Perspectives
@ Performance de la méthode en deux étapes.
@ Passage a des résultats en espérance.

@ Relaxation des hypothéses sur la structure par passage a des résultats
en proba sur les signaux (modélisation probabiliste des signaux).




