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L’évènement Ωγ
Contraintes :

ηγk =
√

2γ log p
σ̂k√
n
+
14

3
γ log p

‖φk‖∞
n

Évènement Ωγ de proba ≥ 1− 2
(

1

p

)γ−1
:

Ωγ = {∀1 ≤ k ≤ p, |β̂k − βk | ≤ ηγk }

De plus sous Ωγ :

σ̂k ≤ σk + 2
√

2γ log p
‖φk‖∞√
n

‖ηγ′‖∞ ≤
√

2γ′ log p
σk√
n

+ 4(
√

γγ′ +
7

6
γ′) log p

‖φk‖∞
n



Estimateurs
Contraintes :

ηγ0k =
√

2γ0 log p
σ̂k√
n
+
14

3
γ0 log p

‖φk‖∞
n
.

Estimateur de Dantzig adaptatif :

λ̂D,γ0 = argmin||λ||ℓ1 sous ∀k, |(Gλ)k − β̂k | ≤ ηγ0k .

Estimateur de Lasso adaptatif :

λ̂L,γ0 = argmin
1

2

(

−2λ∗β̂ + λ∗Gλ+
p
∑

k=1

ηγ0k |λk |
)

.

Estimateur non adaptatif en remplaçant ηγ0k par η̃γ0k

η̃γ0k = min(
√

2γ0 log p
||φk ||∞√
n
,
√

2γ0 log p
||f0||1/2∞ ||φk ||2√

n
+
2

3
γ0 log p

||φk ||∞
n
)

Amélioration possible avec une seconde étape de type moindre carré sur
le support de λ̂ (à la Gauss-Dantzig).



Fourier
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Boxes
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Haar
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Fourier + Boxes
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Fourier + Boxes + Haar
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Dantzig et Dantzig+LS
n = 500 n = 1000 n = 2000
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Dantzig / Lasso f1/f2
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Dantzig / Lasso f3/f4
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Dantzig / Non adaptive Dantzig f1/f2
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Dantzig / Non adaptive Dantzig f3/f4
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Dantzig / Dantzig+LS f1/f2
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Dantzig / Dantzig+LS f3/f4

f3

Fou. D. +LS Hist D. +LS Haar D. +LS Wav. D. +LS Mix D. +LS Mix2 D. +LS
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
V

al
ue

s

Fou. D. +LS Hist D. +LS Haar D. +LS Wav. D. +LS Mix D. +LS Mix2 D. +LS
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

V
al

ue
s

f4

Fou. D. +LS Hist D. +LS Haar D. +LS Wav. D. +LS Mix D. +LS Mix2 D. +LS
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

V
al

ue
s

Fou. D. +LS Hist D. +LS Haar D. +LS Wav. D. +LS Mix D. +LS Mix2 D. +LS
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

V
al

ue
s

n = 500 n = 2000



Théorème Dantzig

Théorème 1. Sous Ωγ , événement de proba ≥ 1− 2
(

1

p

)γ−1
, si la condition

||fλ||2 ≥
κJ0 ||λJ0 ||ℓ1 − µJ0

(

||λJC
0

||ℓ1 − ||λJ0 ||ℓ1
)

+
√

|J0|
. (HL(J0, κJ0 , µJ0))

est satisfaite avec κJ0 > 0 et µJ0 ≥ 0 alors pour tout λ ∈ Rp et tout α > 0

||f̂ D,γ0 − f0||22 ≤ inf
λ∈Rp

{

||fλ − f0||22 + 2α
(

1 +
2µJ0
κJ0

)2 ||λJC
0

||2ℓ1
|J0|

+ α

(

1 +
2µJ0
κJ0

)2 (||λ̂D,γ0 ||ℓ1 − ||λ||ℓ1)2+
|J0|

+ 4

(

1

α
+
1

κ2J0

)

|J0|(||ηγ0 ||ℓ∞ + ||ηγ ||ℓ∞)2
}

.

De plus, toujours sous Ωγ ,

(||ηγ0 ||ℓ∞ + ||ηγ ||ℓ∞)2 ≤ 8(γ + γ0) log p
supk σ

2
k

n

+ 64 log2 p(γγ0 +
49

36
γ20)
supk ‖φk‖2∞

n2



Corollaire

Corollaire 1. Sous Ωγ , événement de proba ≥ 1− 2
(

1

p

)γ−1
, si la condition

||fλ||2 ≥
κJ0 ||λJ0 ||ℓ1 − µJ0

(

||λJC
0

||ℓ1 − ||λJ0 ||ℓ1
)

+
√

|J0|
. (HL(J0, κJ0 , µJ0))

est satisfaite avec κJ0 > 0 et µJ0 ≥ 0 alors si fλ = PDf0 et si γ ≤ γ0, pour

tout α > 0

||f̂ D,γ0 − f0||22 ≤ inf
λ∈Rp

{

||fλ − f0||22 + 2α
(

1 +
2µJ0
κJ0

)2 ||λJC
0

||2ℓ1
|J0|

+ 4

(

1

α
+
1

κ2J0

)

|J0|(||ηγ0 ||ℓ∞ + ||ηγ ||ℓ∞)2
}

.

De plus, toujours sous Ωγ ,

(||ηγ0 ||ℓ∞ + ||ηγ ||ℓ∞)2 ≤ 8(γ + γ0) log p
supk σ

2
k

n

+ 64 log2 p(γγ0 +
49

36
γ20)
supk ‖φk‖2∞

n2



Théorème Dantzig/Lasso

Théorème 2. Sous Ωγ, événement de proba ≥ 1− 2
(

1

p

)γ−1
, si la condition

||fλ||2 ≥
κJ0 ||λJ0 ||ℓ1 − µJ0

(

||λJC
0

||ℓ1 − ||λJ0 ||ℓ1
)

+
√

|J0|
. (HL(J0, κJ0 , µJ0))

est satisfaite avec κJ0 > 0 et µJ0 ≥ 0 alors pour tout α > 0

|||f̂ D,γ0 − f0||22 − ||f̂ D,γ0 − f0||22 ≤
{

α

(

1 +
2µJ0
κJ0

)2 ||λL,γ0
JC
0

||2ℓ1
|J0|

+ 4

(

1

α
+
1

κ2J0

)

|J0|(||ηγ0 ||ℓ∞ + ||ηγ||ℓ∞)2
}

.

De plus, toujours sous Ωγ ,

(||ηγ0 ||ℓ∞ + ||ηγ||ℓ∞)2 ≤ 8(γ + γ0) log p
supk σ

2
k

n

+ 64 log2 p(γγ0 +
49

36
γ20)
supk ‖φk‖2∞

n2



Pénalité minimale

Comment choisir γ0 ?
Inégalité oracle pour tout γ0 !
γ0 trop grand : surlissage (biais) / γ0 trop petit : instabilité (variance).
Pb pour γ0 grand visible dans l’inégalité oracle.
Pb pour γ0 petit plus subtil : présence du terme Dantzig
((||λS,γ0 ||ℓ1 − ||λ||ℓ1)+) difficile à contrôler.
Bon choix : γ0 = 1 !

Si γ0 > 1 : Avec proba ≥ 1− 2
(

1

p

)γ0
, inégalité oracle valide sans le

terme Dantzig pour tout λ tel que fλ = PDf0.
Si γ0 < 1 : Théorème montrant dans un cas simple que l’estimateur est
mauvais. (Estimation de la densité uniforme sur [0, 1] dans la base de
Haar).



Pénalité minimale
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Hypothèse locale

Pour J0 fixé,

||fλ||2 ≥
κJ0 ||λJ0 ||ℓ1 − µJ0

(

||λJC
0

||ℓ1 − ||λJ0 ||ℓ1
)

+
√

|J0|
. (HL(J0, κJ0 , µJ0))

est satisfaite avec κJ0 > 0 et µJ0 ≥ 0.
Est-ce une hypothèse raisonnable ?
Cas simple : D famille orthonormée =⇒ κJ0 = 1 and µJ0 = 0 convient.

||fλ||2 = ||λ||ℓ2 ≥ ||λJ0 ||ℓ2 ≥
||λJ0 ||ℓ1
√

|J0|



Hypothèses globales
D ≃ orthonormée du point de vue de la norme (||fλ||2 ≃ ||λ||ℓ2)

φmin = min
λ6=0

||fλ||22
||λ||2ℓ2

et φmax = max
λ6=0

||fλ||22
||λ||2ℓ2

|J0| = s < p φmin
φmax+φmin

=⇒

κJ0 =
√

φmin

(

1−
√

φmax
φmin

√

s

p − s

)

et µJ0 =
√

φmax

√

s

p − s

D ≃ orthonormée du point de vue du p.s. (〈fλJ , fλJ′ 〉 ≃ 0 if J ∩ J ′ 6= ∅)

θ = max
J∩J ′ 6=∅

max
λ
λJ 6=0
λJ′ 6=0

〈fλJ , fλJ′ 〉
||λJ ||ℓ2 ||λJ ′ ||ℓ2

|J0| = s < min(p2 , p
φ2
min

θ2+φ2
min

) =⇒
κJ0 =

√

φmin

(

1− θ

φmin

)

et µJ0 =
θ√
φmin



Hypothèses sur le support
Restriction sur la taille du support :

φmin(l) = min
|J|≤l

min
λJ 6=0

||fλJ ||22
||λJ ||2ℓ2

et φmax(l) = max
|J|≤l
max
λJ 6=0

||fλJ ||22
||λJ ||2ℓ2

θl ,l ′ = max
|J|≤l
|J ′|≤l ′

J∩J ′ 6=∅

max
λ
λJ 6=0
λJ′ 6=0

〈fλJ , fλJ′ 〉
||λJ ||ℓ2 ||λJ ′ ||ℓ2

|J0| = s ≤ p/2, s ≤ l ≤ p − s et lφmin(s + l) > sφmax(l) =⇒

κJ0 =
√

φmin(s + l)

(

1−
√

φmax(l)

φmin(s + l)

√

s

l

)

et µJ0 =
√

φmax(l)

√

s

l

|J0| = s ≤ p/2, s ≤ l ≤ p − s et sθ2s,s+l < lφmin(s + l)
2 =⇒

κJ0 =
√

φmin(s + l)

(

1− θs,s+l
φmin(s + l)

√

s

l

)

et µJ0 =
θs,s+l

√

φmin(s + l)

RIP =⇒ condition précédente pour l = s.



Conclusion

Nouvelle méthode d’estimation de densité par pénalisation ℓ1.
Utilisation d’inégalités de concentration fine pour obtenir une
pénalisation adaptative.
Inégalité oracle en probabilité sur l’estimateur.
Calibration de la pénalité : pénalité minimale.
Hypothèses assez faibles sur la structure du dictionnaire.
Perspectives :

Performance de la méthode en deux étapes.
Passage à des résultats en espérance.
Relaxation des hypothèses sur la structure par passage à des
résultats en proba sur les signaux.



Lasso vs Dantzig

0 0.5 1 1.5 2 2.5
300

400

500

600

700

800

900

‖β − β̂‖2



Lasso vs Dantzig
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Lasso vs Dantzig
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Lasso vs Dantzig
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