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L’évenement 2.
®» Contraintes :

6 14 [foya[s
nY = /27vlog Pt —ylog p

3 n

; ~1
® Evenement €2, de proba > 1 —2 (%),Y :

Qy = {V1 < k < p, |Bx — Bkl <mny}

® De plus sous €2y :

Gk < o) + 24/27log p|‘¢\;‘ﬁ|oo

/ Ok
1M ||se < /2 log Pﬁ

/ o0
4y + Z7')log p Hgb’;”




Estimateurs

Contraintes :

6 14 bk |l oo
Y0 — /294 1log p— + —q lO .
e = /2% 9,0\/—+3’Yo gp

Estimateur de Dantzig adaptatif :

AP = argmin| g, sous Vk, [(GN)x — Bkl < m°.

Estimateur de Lasso adaptatif :

R 1 R P
S0 = argmin= | —2X\* GA4 D) PN | -
A argm|n2< NGB+ NG +k:177k| k|>

Estimateur non adaptatif en remplagant n)° par 7,°

f[|242
0 = min(v/276 |ogp”¢k” B L ES

le support de h\ (a la Gauss-Dantzig).

—vg lO
/n +3’Yo gp

Ameélioration possible avec une seconde étape de type moindre carré sur

|l
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Dantzig et Dantzig+LS

n = 500

45

40

35

30

25

20

15

10

n = 1000

n = 2000

45

40

35

30

25

20

15

10




Values

Values

18

16

14

12

10

14

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Dantzig / Lasso fi/f

s T T T i
=== BBy
r n N o o g E — -
o L SRy
, 0 B T
I I
1 1
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
Fou.D. /L. HistD. /L. HaarD. /L. Wav.D. /L. MixD. /L Mix2D. /L.
L . . 4
I I
I I
1 1
I I
T T E
0B & - ra
L T T 4
1 1 L 1 + -+ g g S S
1 L € 1
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
Fou.D. /L HistD. /L. HaarD. /L. Wav.D. /L MixD. /L. Mix2D. /L

n = 500

Values

Values

14

12

Fou. D.

0.2

0.15

0.1

0.05

/L.

/L.

Mix D.

/L. Mix2D.

/L.

1

1 1

1

Fou. D.

/L.

Hist D.

/L.

Mix D.

/L. Mix2D.

/L.




- Lﬁ% - J ot | | | CIgea E
- -]} m - - A m
- -} Jr F A B
- - ]F A m -1} -+ m
- --{ []--- Jr -] J]---A E
- --{ []--H W - T - W
: T F---- 5 | --{1J---- E
f_M_| SIS S - - E
/3 - [ m - - m
S - -} S --{T]-A 4d
QO o iﬁA o m | | ,w‘E‘L, | | m
e 9 3§ © g o w o ® ©° I 8§ =« ® & § o g o
®
=]
~— | | | ;‘ WL | S | | | TA LA E
g - -] -+ m -]+ m
opm | -} J ot - B
Lw - F{T}FA M EEllE M
S T st {10 E
a -4 F----4 m --4 ] ]----4 m
D - -4 }--- J ot F-{]--H 44
- --4] }--+4 m F-{[]--H m
- Bl 4t -4]]-H 44
- Bl m -]]- - m
- FTHA 4t -{1]-4 44
- F T} A m -1 m

g

W

n = 2000

n = 500



Values

Values

Dantzig / Non

adaptive Dantzig f; /1

18
—— —_—
16 B A ———
12 -
14+ -
10 -
12 -
10 _ i " 81 |
I 5}
>
<
8t — E | s
I o 6 - -
1 |
ok % $ ] =
- B e T ] _ 1
= H— T = m ]
= - = ] = -
L - T T T
i ‘ N EI 1 = é %I _
- o - ToT =1
oL I L i - =/ €
I = T
L i
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
Fou.D. /D2 HistD. /D2 HaarD. /D2 Wav.D. /D2 MixD. /D2 Mix2D. /D2 Fou.D. /D2 HistD. /D2 HaarD. /D2 Wav.D. /D2 MixD. /D2 Mix2D. /D2
1.6 T 0.4 -
- I
I
141 : - 0.35F T i
_ I
I
1.2+ _ 4 03l : E i
I
I
| T ‘ |
1r I T 0.25 | I n -
! ! | ‘ T
1 €1 I | I
%] —
n i g I | | I
0.8 £ 021 [ | o — ro
> — | i [ ‘ [
f I
- I I
0.6 B 0.15F | I L ‘ i
_ | |
| — - | | |
I - € | I
04F _ | b 01F ! -+ ! ! T
| | | - |
SEESETL SR S | =
4 $ € \ oL — N L E
o Bl 0.05 -
o2 T B 1 = I R 1 L
T 1
I I I I I I I I I I I I 1 1 L L L L L L L L L L
Fou.D. /D2 HistD. /D2 HaarD. /D2 Wav.D. /D2 MixD. /D2 Mix2D. /D2 Fou.D. /D2 HistD. /D2 HaarD. /D2 Wav.D. /D2 MixD. /D2 Mix2D. /D2

n = 500

n = 2000



Values

Values

Dantzig /

1.6
1.4+ B
- T I
1.2 | | | i
| E
1 _ ‘ =
I
! | | _
I I
08| T T | : €L T A
E . )
I
_ [
061 e i ~ L = 7t
- € | I
- - = =
04 L €1 [ 7
€
0.2 =
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
Fou.D. /D2 HistD. /D2 HaarD. /D2 Wav.D. /D2 MixD. /D2 Mix2D. /D2
1k - 4
0.8 ﬂ — B
- 1 B .-
=R =]
1 |
I I
| - + - +
T
= o
- - == =
€L € L
0.2 B
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
Fou.D. /D2 HistD. /D2 HaarD. /D2 Wav.D. /D2 MixD. /D2 Mix2D. /D2

n = 500

Values

Values

Non adaptive Dantzig f3/1,

1
I
N [ _
! I
0.5 B
T 1 | i
= ‘ B T
0.4 |
o
[ - T [
o _ o
. s ‘
0.3+ g B
S o
oL ! €L
i
-
=
! L
I
I
o1} + g
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
Fou.D. /D2 HistD. /D2 HaarD. /D2 Wav.D. /D2 MixD. /D2 Mix2D. /D2
0.5 T
-
0.45f E _ B
] I
N I
041 | i
J— T
035} | | N g
. _
03fF E : E -
0.25F — [ L — | | . [ i
‘ I I | | 1 1 I
I
I
I o
0.2+ E 1L E | E E L4
I
| € ‘
n I I L T
0.15F | 1 B
L =
L ‘ -
0.1 0
0.05f B
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Fou.D. /D2 HistD. /D2 HaarD. /D2 Wav.D. /D2 MixD. /D2 Mix2D. /D2

n = 2000



Values

Values

Dantzig / Dantzig+LS /5

18
16 -
12 I -
14+
10 -
12+
10} 8 7
1]
Q
>
<
>
8 6l i
6 - -
- ar 7
fi= - EL B ~ _ ~
+ Lot . = = =
= g - - = 1 T 2p + T - 1
2} ‘ = L - = I
1 i 1 T
T = =
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
Fou.D. +LS HistD. +LS HaarD. +LS Wav.D. +LS MixD. +LS Mix2D. +LS Fou.D. +LS HistD. +LS HaarD. +LS Wav.D. +LS MixD. +LS Mix2D. +LS
-
I
1.2 |
T I
\ 0.2 | 4
. -
1r | |
| B ! :
1 I
0.15F | | B
0.8 | |
8 | -
=
I ‘ | [
> | | |
0.6 T | -
| 01f | : - | ‘ 4
_ | | | | s T |
[ L n | [
04 _ _ I
‘ E| ‘ . | -
—_ - - ‘
L € I ]
3 .= T Iz oz B8 R TESE e
0.2 — ! L L 1 [
RS Rl B T & T & ‘ - -
1 €1
I I I I I I I I I I I I 1 1 L L L L L L L L L L
+LS HaarD. +LS Wav.D. +LS MixD. +LS Mix2D. +LS Fou.D. +LS HistD. +LS HaarD. +LS Wav.D. +LS MixD. +LS Mix2D. +LS

Fou. D.

+LS HistD.

n = 500

n = 2000



Values

Values

14

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Dantzi

/ Dantzig+LS f3/f4

n
r I
I
I
L I |
| |
E| .
F = = T _ _
: I I
= L 5.y -
r- T n L ‘ [ :
= =
" I B T H
I
r I
- 1
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
Fou.D. +LS HistD. +LS HaarD. +LS Wav.D. +LS MixD. +LS Mix2D. +LS
T T T T T T T T T T T T
L I
I
I
I
I
1
_ 0
T w ! _
| | T El E E T
I - 1
N - L % | [ - I I
= S B e
L 0 T
€ 1
| | | | | | | | | | | |
Fou.D. +LS HistD. +LS HaarD. +LS Wav.D. +LS MixD. +LS Mix2D. +LS

n = 500

Values

Values

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

B I
1 T _
= ‘
- I
T _
] w =
I
1
L J‘ L —
I
- E s
= =
€ | 1
L | o
I _
| | g |
[ ) - =
1
i L
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Fou.D. +LS HistD. +LS HaarD. +LS Wav.D. +LS MixD. +LS Mix2D. +LS
T
I
| _
L — oL — ‘
I I I —
| | |
E = =
I I I .
| | | i -
L L | I E I
| €
_ N * |
— - o
L | I [
8 = .
| i N
. | &
L L
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Fou.D. +LS HistD. +LS HaarD. +LS Wav.D. +LS MixD. +LS Mix2D. +LS

n = 2000




Théoreme Dantzig

-1 . L
Théoréme 1. Sous €2, événement de proba > 1 — 2 (%) , Sl la condition
sl = s (I les = [Pl )

V1ol

est satisfaite avec K, > 0 et uy, > 0 alors pour tout A € RP et tout o« > 0

[ Al > . (HL(Jo, Kgyr tesy))

[FP — f)5 < inf {H A — fol5 + 20 (1 +-

AER? KJo |JO|
2 (1D, 2
(14 20 (2% - IR
K Jo |JO|

1 1
4| — — | |J Yo Y 2}.
+ (a + Ki)l ol (1™ e + 7o)

De plus, toujours sous S,

2
SUpy, 0
(I e + In7le.)? < 8(v +0) log p :

n

49 ,

+64l0g” p(70 + 215)

supy ||kl %
n2




Corollaire

: L -1 . »
Corollaire 1. Sous €2, événement de proba > 1 — 2 (%) , Sl la condition

kol M les = 1 (I ler = ple:)
|2 > ST - (HL(Jo, Ky o))

est satisfaite avec K, > 0 et uy, > 0 alors si f, = Ppfy et si 7y < yg, pour
tout o > 0

. _ 20\ 2 [A e ||1z1
fD%—f2<|ﬁ{f—4’2:m(1 0) -
“ 0”2 = AIERP “ A 0“2 + + K, |JO|

1 1
4| — _ ¥ Yo vy 2}_
+ <a + )I ol(IM™ e + 117 o)

Jo

De plus, toujours sous $2,

2

SUpy, 0

(U™ lles + 117 es)? < 8(y +70) log p - £
49 . supy ll¢ll3
+64109” p(YY0 + Z2M0) = 5



Théoreme Dantzig/Lasso

-1 . »
Théoréme 2. Sous €2y, événement de proba > 1 — 2 (%) , Sl la condition

kol hsole = ks (glles = sl )
[z = N - (HL(Jo, K gy 1))

est satisfaite avec kK, > 0 et uy, > 0 alors pour tout oo > 0

L. vo
R X o0, \2 Nz
|0 — f2 =[PP — f3 < {a (1 T “J°) :
K Jq |J0|

11
+4 ( + ) [Jol (1™ e + H'f?’yl\eoo)z}-

Jo

De plus, toujours sous £2,
2

SUpy, 0
(™l +1171e)? < 8(7 +¥0) log p - g
49 . supy lléxll5
+6410g” p(YY0 + 5570) 5
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Pénalité minimale

Comment choisir g ?

Inégalité oracle pour tout 7y !

Yo trop grand : surlissage (biais) / o trop petit : instabilité (variance).
Pb pour 7o grand visible dans I'inégalité oracle.

Pb pour 7o petit plus subtil : présence du terme Dantzig

((IX>]g, — [ X]e,) ) difficile & contréler.

Bon choix : yg = 1!

Sivg>1:Avec proba>1-2 (%)YO’ Inégalité oracle valide sans le
terme Dantzig pour tout A tel que i\, = Ppfh.

Si 79 < 1 : Théoreme montrant dans un cas simple que |'estimateur est

mauvais. (Estimation de la densité uniforme sur [0, 1] dans la base de
Haar).
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Hypothese locale

Pour Jy fixe,

kil e = s (el = ol
V1)

est satisfaite avec kK, > 0 et uy, > 0.
Est-ce une hypotheése raisonnable ?
Cas simple : D famille orthonormée = Kk, = 1 and p, = 0 convient.

]2 > £ (HL(Jo, ks b))

[Adolley

I1xl2 = [Ale, = [Aple, =
| Jo|




Hypotheses globales

D ~ orthonormée du point de vue de la norme (| ]2 =~ [Ale,)

b= min B maxl\f Al

Jol = s < pglms— —

D ~ orthonormée du point de vue du p.s. ({(f,. fr,) 20 if JNJ #0)

., b,
0 = max max <>\J AJ>
LYY HAJW@HAJWZQ

Aﬂéo
2
| Jo| :5<m|n(§,p92irg%mn) o , .
0, (1 — ) et uy, =
min (pmin ’ V ¢min



Hypotheses sur le support

Restriction sur la taille du support :

S [P ME
(1) = min min -2 et ) ) = max max —~2
Prin(1) = W0, O TG max(l) = maxmax 1
W
0,y = max max ULV
<t 3 Al [A s e,
<) Ay#0
JﬂJ’#@ >\J/750

ol =s5s<p/2, s<I<p—setipmn(s+ ) > sPnax(l) =
. _ (bmax(/) S ] E
K’Jo - \/Cbmm(s + /) (1 o \/¢min(5 + /) /> et :u’Jo - ¢max(/)\/7

Jol=s<p/2,s<I<p-—setst? , <Ilpmn(s+/)? =

B | B Qs,s—i—/ E o 95,5—|—/
Ko = \/Cbm'”(SJr /) (1 Gmin(s + 1) /> Ko v Pmin(s + 1)

RIP = condition précédente pour [ = s.
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Conclusion

Nouvelle méthode d’estimation de densité par pénalisation £;.
Utilisation d’'inégalités de concentration fine pour obtenir une
pénalisation adaptative.

Inégalité oracle en probabilité sur |'estimateur.

Calibration de la pénalité : pénalité minimale.

Hypothéses assez faibles sur la structure du dictionnaire.
Perspectives :

® Performance de |la méthode en deux étapes.

® Passage a des résultats en espérance.

» Relaxation des hypotheses sur la structure par passage a des
résultats en proba sur les signaux.
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