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Estimation dans un modèle de bruit blanc gaussien : Y = f +W .

Estimation de f dans des bases : seuillage et sélection de modèles.
Nécessité d’avoir une représentation creuse (approximation).
Efficacité provient d’une forme de régularité.
Représentation géométrique des images en bandelettes.
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Estimation dans une base et approximation.
Ondelettes 1D et signaux.
Ondelettes 2D et images.
Représentation des images géométriques.
Bandelettes pour les images géométriques.
Sélection de modèles et optimalité.
Extension des bandelettes pour les images naturelles.
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Estimation oracle dans une base

Décomposition de Y = f +W dans une base orthonormée

Y =
∑

bn

〈Y, bn〉bn =
∑

bn

(〈f, bn〉 + 〈W, bn〉) bn .

Estimateur F par sélection de coordonnées :

F = YΓ =
∑

n∈Γ

〈Y, bn〉bn .

Minimisation du risque quadratique :

E(‖f − F‖) =
∑

n/∈Γ

|〈f, bn〉|2 +
∑

n∈Γ

ǫ2 .

Solution : ΓO = {n, |〈f, bn〉| ≥ ǫ} et FO = YΓ0 .
Problème : demande la connaissance de f ! (Oracle)
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Risque quadratique de l’estimateur oracle FO :

E(‖f − FO‖2) =
∑

n/∈ΓO

|〈f, bn〉|2 +
∑

n∈ΓO

ǫ2

E(‖f − FO‖2) = ‖f − fΓO
‖2 + ǫ2|ΓO| .

Compromis entre erreur d’approximation et nombre de termes.
Théorie de l’approximation :

‖f−fM‖2 ≤ CM−β ⇔ E(‖f−FO‖2) = ‖f−fΓ0‖2+ǫ2|ΓO| ≤ Cǫ
2β

β+1 .

Optimisation de β pour f dans une classe Θ à travers le choix de la base
utilisée.
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Risque oracle :
‖f − fΓO

‖2 + ǫ2|ΓO| .

Risque empirique :
‖Y − YΓ‖2 + T (ǫ)2|Γ| .

Minimisation : ΓE = {n, |〈Y, bn〉| ≥ T (ǫ)} (seuillage) et FE = YΓE
.

Théorème : Si T (ǫ) = λ
√

logNǫ, alors

E(‖f − FE‖2) ≤ C logNE(‖f − FO‖2)

≤ min
γ

‖f − fΓ‖ + T (ǫ)2|Γ| plus fin.

Théorème (maxiset) :

min
γ

‖f−fΓ‖+T (ǫ)2|Γ| ≤ C (T (ǫ))
2β

β+1 ⇔ E(‖f−FE‖2) ≤ C (T (ǫ))
2β

β+1 .

Théorie de l’approximation...
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φ
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1√
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B =
{

ψj,n

}

j∈N , 2jn∈[0,1)
est une base orthonormale de L2[0, 1].
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Si f est C
α par morceaux et ψ a p > α moments nuls alors

‖f − fM‖2 ≤ CM−2α .

Risque de l’estimateur par seuillage : E(‖f − FE‖2) ≤ (logN) ǫ
2α

α+1/2

(quasi optimal).

Espace (maxiset) associé à la vitesse T
2α

α+1 : version faible de Bα
2,∞.
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Seuillage en ondelettes 2D

Espace (maxiset) associé à la vitesse T
2β

β+1 : version faible de Bβ
2,∞.

Pour f C
α en dehors de contours C

α : β = 1 au lieu de β = α !
2

j
∼ T ∼M

−1

Avec M ondelettes : ‖f − fM‖2 ≤ CM−1.
Besoin de ‖f − fM‖2 ≤ CM−α pour le risque théorique optimal
(minimax).
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α en dehors de contours C

α :

Approximation linéaire par morceau sur M triangles adaptés :
si α ≥ 2 alors ‖f − fM‖2 ≤ CM−2.

M
−1

M
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Approximation d’ordre élevé avec M “éléments” adaptés :
‖f − fM‖2 ≤ CM−α.
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Approximation de f qui est C
α en dehors de contours C

α :

Approximation linéaire par morceau sur M triangles adaptés :
si α ≥ 2 alors ‖f − fM‖2 ≤ CM−2.

M
−1

M
−2

Approximation d’ordre élevé avec M “éléments” adaptés :
‖f − fM‖2 ≤ CM−α.

M
−1

M
−α

Pas de bases et optimisation difficile.
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Curvelets

Les curvelets définissent un “tight frame” de L2[0, 1]2 avec des éléments
allongés et orientés (Candes, Donoho) : {cj(Rθx− η)}j,θ,η

Si f est C
α − C

α alors avec M curvelets :

‖f − fM‖2 ≤ C (logM)3M−2 si α ≥ 2.

Quasi optimal pour α = 2.
Discrétisation complexe et difficultés pour obtenir des bases orthogonales
ou des bases de Riesz.
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Bandelettes

→

Image C
α − C

α simple par morceaux.
Déformation locale =⇒ singularité verticale/horizontale .
Bandelettes locales : préimage d’une base adaptée.
Base de bandelettes définie par :

une segmentation dyadique et
une géométrie dans chaque carré.

Théorème : Si f est C
α −C

α, alors, dans la meilleure base,
‖f − fM‖2 ≤ C(logM)M−α.
Famille de bases avec un algorithme de recherche de meilleure base.
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avec M qui parcours un ensemble de sous espaces engendrés par une
famille finie de vecteurs.
Théorème : Si la taille de la famille de vecteurs est au plus polynomiale
en N et si T (ǫ) = λ

√
logNǫ, alors

E(‖f − FE‖2) ≤ C logNE(‖f − FO‖2) .

Théorème (maxiset) :

min
M

‖Y − PMY ‖2 + T (ǫ)2dim(M) ≤ C (T (ǫ))
2β

β+1

⇔ E(‖f − FE‖2) ≤ C (T (ǫ))
2β

β+1 .



Seuillage et sélection de modèles

Seuillage : minimisation de ‖Y − YΓ‖2 + T (ǫ)2|Γ|.
Sélection de modèles : minimisation de ‖Y − PMY ‖2 + T (ǫ)2dim(M)
avec M qui parcours un ensemble de sous espaces engendrés par une
famille finie de vecteurs.
Théorème : Si la taille de la famille de vecteurs est au plus polynomiale
en N et si T (ǫ) = λ

√
logNǫ, alors

E(‖f − FE‖2) ≤ C logNE(‖f − FO‖2) .

Théorème (maxiset) :

min
M

‖Y − PMY ‖2 + T (ǫ)2dim(M) ≤ C (T (ǫ))
2β

β+1

⇔ E(‖f − FE‖2) ≤ C (T (ǫ))
2β

β+1 .

Même cadre que pour le seuillage !
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Estimation géométrique

Sélection de bandelettes : minimisation de
‖Y − PMY ‖2 + T (ǫ)2dim(M) avec M qui parcours les sous-espaces
d’une famille de bases de bandelettes.
Minimisation à 2 étages :

à base fixée, seuillage à T (ǫ) (facile),
recherche de meilleure base (difficile).

Structure hiérarchique de la partition et additivité de la fonction à
minimiser : utilisation l’algorithme de meilleure base de Wickerhauser
(CART).
Exploration exhaustive des géométries dans chaque carré.
Algorithme polynomial permettant d’atteindre le risque quasi optimal :

E(‖f − FE‖) ≤ CT (ǫ)
2α

α+1 .
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Vers des images plus naturelles

Modèle C
α − C

α simpliste.
Les contours sont flous :

Pas un problème pour les bandelettes.
La géométrie vie à plusieurs échelles :

Comment incorporer une géométrie multiéchelle ?
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Bandelettes 2G
G. Peyré

Retour vers les ondelettes.
Bandelettes sur les coefficients d’ondelettes :

Segmentation de la décomposition en ondelettes,
Changement de base adaptée à la géométrie locale.

Base orthogonale avec une géométrie multiéchelle : bandelettes de
seconde génération.
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Estimation en Bandelettes 2G

Théorème : Si f est C
α −C

α, alors, dans la meilleure base,
‖f − fM‖2 ≤ CM−α.
Algorithmique quasi inchangée.
Estimateur par sélection de modèle atteint le risque quasi optimal :

E(‖f − FE‖) ≤ CT (ǫ)
2α

α+1 .

Ensemble des fonctions bien estimées (maxiset) plus large ?
Expérimentation numérique en cours...
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Conclusion

Représentation dans des bases permet une estimation efficace (plus
généralement un bon traitement du signal).
Caractère central de l’approximation non linéaire.
Nécessité d’avoir une représentation adaptée au signal.
Pour les images, la régularité la plus importante est géométrique.
Bandelettes : une représentation adaptée à la géométrie.
Quelle représentation pour quel problème ?
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