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Représentation et estimation

® Représentation concise nécessaire pour le traitement du signal :
compression (these), estimation a partir d'un signal bruité (ici),. . .

#® Concision d'une représentation liée a I'exploitation de régularité.

® Image : nécessité de prendre en compte le caractere géométrique
de la régularité.

® Couplage estimation statistique et représentation harmonique
adaptée a des géométries complexes.

® Considérations algorithmique, pratique et théorique.
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Régularité géométrique et contours

® Image = fonction réguliere par morceaux.

® Structures inexistantes en 1D : les contours.

® Contour = singularité lissée le long d'une g
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® Image = fonction réguliere par morceaux.

® Structures inexistantes en 1D : les contours. @
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® Image = fonction réguliere par morceaux.

® Structures inexistantes en 1D : les contours.
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Régularité géométrique et contours

® Image = fonction réguliere par morceaux.

® Structures inexistantes en 1D : les contours.

® Contour = singularité lissée le long d'une g
courbe réguliére

Ly Ih

® Notion de contours difficile a définir :
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Régularité géométrique et contours

® Image = fonction réguliere par morceaux.

® Structures inexistantes en 1D : les contours. @

® Contour = singularité lissée le long d'une g
courbe réguliere :

Ly Ih

® Notion de contours difficile a définir :
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® Comment bien définir cette géométrie ?
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Plan

Représentation, bases et estimateurs diagonaux.
Ondelettes et représentations géométriques.
Bandelettes.

Approximation non-linéaire et compression.

Estimation en bandelettes.
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Représentation concise dans une base

® Décomposition dans une base orthonormée B = {g,, } men
F=> (f9m)9m -
meN
® Approximation avec M vecteurs choisis adaptativement

mely

® Pour minimiser [|f — farll> = Y [{f. gm)]
ngIM
sélection des M plus grands produits scalaires :

Ing = A{m, [{f,9m)| > T} : seuillage.
® Probleme : Si f € ©, comment choisir la base B de sorte que

If — full> <CM P avec un grand 37
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Débruitage et base

Estimation de f a partirde Y = f + W avec W ~ N (0, 0?).
Estimation diagonale dans une base :

F = jg:/%z -Yrgn

Estimation par projection : p,(Y) € {0, 1}.
Ing =4n, pn # 0} avec Card(Ips) = M

F=P,Y=> (Y,gu)yg

nely

Risque associé :

E(|lf = FII*) = |If - Psz|!2+

o M
N N~

variance

bmm
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Débruitage et approximation non-linéaire

® Risque associé a I, :

E(|f = Pr,Y|*) = |f = Pr, fI° + oM

® Performance du meilleur estimateur lié a I'approximation non
linéaire :
Ropt = min || f — Pr,, f|I* + 0" M
I
® Iy =1{n, {f gn)|? > 0%} : oracle.
® Estimateur pratique : In; = {n, (Y, g,)]* = ~vo?}.
® Théoreme (Donoho) : pour v = A\?log N, la procédure est quasi
optimale

‘ 2

E(|[f — FII*) < Clog N(0° + Rop)

® Double usage de |'approximation non-linéaire : risque oracle et
seuillage.
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Base d’ondelettes 1D de L-[0, 1]

® Construite a partir d'une fonction d'échelle ¢(x) et d'une
ondelette mere (x)

o@ - J\% e

qui sont dilatées par 2/ et translatées de 2/n

Gjn(r) = \/% gb(x —23'2%) - Yinle) = \/% ¢(f’7 —2]_2‘7”)

® B= {zpjn} | est une base orthonormale de L?[0, 1].
") jeIN,2in€0,1)

.
Lo g

N NN N_N N_N N_N N
VLWV VAR B VA A VA V A

K\Uﬂum K\Uﬂum 2 J+2
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Approximation non linéaire en ondelettes

<f ) %,n>

v

® Si f est C% par morceaux et ¥ a p > o moments nuls alors
P P

|f = full® = O(M =) .
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® La famille

{qu,m(m)wj,nz(xz) , wj,mm)asj,m(:cz)}
3 wj,nl(l’l)%,nz(fz) (j,m1,m2) EZ3
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Base d’ondelettes 2D séparables

® La famille

¢j,n1(xl)¢j,n2(x2) 3 %,m(xl)@,nz(@)
; wj,nl(wl)wj,nz(mﬂ

(.janl 7TL2)EZ3

est une base orthonormée de L?(0, 1]°.

Vi (T1) V), (T2)

ondelettes

2‘7721***_1
|
|
|
|

Isotropes

2jn2 Vxl
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Succes et échecs des bases d’ondelettes

® Les images sont décomposées dans une base d'ondelettes 2D et
les coefficients les plus grands sont conservés (JPEG-2000).

M plus grands coeftf.

® (Cohen, DeVore, Petrushev, Xue) : Optimal pour les fonctions a

variation bornée : || f — fall* < C || f||lry M~
#® Mais ne prend avantage d'aucune sorte de régularité géométrique.
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Approximation en ondelettes des contours

® Approximation de f qui est C% en dehors de contours C¢ :
2~ ToM™?

A INHT

Bl ] b %

® Avec M ondelettes : ||f — fullP < C M.
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Eléments géométriques pour les contours

® Approximation de f qui est C% en dehors de contours C¢ :

® Approximation linéaire par morceau sur M triangles adap’]c\?s_z:
si a > 2 alors || f — full> <C M2,

—
® Approximation d'ordre élevé avec M “éléments” adaptés :
”f_fM”2<CM_a M~

M—l



Eléments géométriques pour les contours

® Approximation de f qui est C% en dehors de contours C¢ :

® Approximation linéaire par morceau sur M triangles adaptés

si a > 2 alors || f — full> <C M2, M_
—
® Approximation d'ordre élevé avec M “éléments” adaptés :
If = ful? <C M, M-

M—l
® Difficile de trouver une solution optimale mais bonnes solutions
“gloutonnes” (Dekel,Demaret, Dyn, Iske).
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Approximation en curvelets

® Les curvelets définissent un “tight frame” de L?[0,1]? avec des
éléments allongés et tournés ( Candes, Donoho) : {c;(Roz—n)};.0.4

® Si f est C* en dehors de contours C* alors avec M curvelets :

si.a>2 alors ||f — far]|* < C (log M)> M2

#® Quasi optimal pour o = 2.
® Difficile d'obtenir des bases orthogonales ou des bases de Riesz :
(Vetterli & Minh Do).
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Modele de régularité géeométrique

® Fonctions régulieres par morceaux avec des discontinuités le long
de courbes régulieres.
# Cf modele horizon ou fonctions étoilées (Donoho).
® Fonctions de régularité géométrique C* :
s f=fouf=fxh,
¥ f : Ca(A) avec A = [O, 1]2 — {Cv}lgq/g(%
s C,: C% + conditions géométriques de non tangence,
s h:C®3support C [—s,s]? et ||h]|ce < s~ T,
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Flot géométrique segmenté

® Spécification de la géométrie £ contours.

® Flot géométrique : champ de vecteurs 7(x1,x2) donnant des
directions dans lesquelles I'image est localement réguliere.

® Dans une région, le flot est constant horizontalement ou
verticalement.

I
H
I
/
/

® Nécessite une segmentation de I'image.

ﬁﬁﬁﬁ
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Base d’ondelettes déformées
® Supposons le flot constant verticalement :
T(x1,29) = (1, d(x1)) .

o A 2o fixé, f(x1,x2 + c(x1)) est une fonction réguliere de x;.
® (f(x1,22+c(x1)), W(zy,22)) = (f(z1,22) , Y(w1, 22 — c(21))) -

® On décompose donc f dans une base d’ondelettes déformées de
L (Q) :

Gjomy (T1) Yjomy (T2 — (1)) 5 Vjmy (¥1) Djms (22 — c(21)) |
o Vjma (21) Yjmo (@2 —c(xn)) |
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Bandelettisation

® |es fonctions de la base doivent avoir des moments nuls selon 1
(direction du flot).

® Base d'ondelettes déformées de L?() :

3 %’,ml (5131) ¢j,m2 ($2 — C(ajl))

Isotrope Isotrope

{ G (21) Vs (@2 — (1)) Wiy (1) Gy (22 — (1)) }

m,ma2



Bandelettisation

® |es fonctions de la base doivent avoir des moments nuls selon 1
(direction du flot).

® Bandelettisation : remplace {®;,, (71)}m, par une famille
d'ondelettes {1, (z1) }1>5,m, qui génere le méme espace.

® Base d'ondelettes déformées de L?() :

Doy (11) Yjma (T2 — (1)) 5 Yjma (T1) @jma (T2 — c(21))
; %’,ml (5131) ¢j,m2 ($2 — C(ajl)) J

Isotrope |sotrope

m,ma2



Bandelettisation

® |es fonctions de la base doivent avoir des moments nuls selon 1
(direction du flot).

® Bandelettisation : remplace {®;,, (71)}m, par une famille
d'ondelettes {1, (z1) }1>5,m, qui génere le méme espace.

® Obtention d’'une base de bandelettes de L*() :

VL, (01) Yjma (T2 — (1)) 5 Yjma (T1) @jima (T2 — c(21))

1,12

Anisotrope Isotrope
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Base segmentée de bandelettes
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® Transformée rapide en bandelettes (O(N?)) :

déformeées,

ondelettes

transformée en

/7 7/

» rééchantillonnage,

Isation.

bandelett



Base segmentée de bandelettes

® |e support de I'image est segmenté en régions munies soit
d'une base de bandelettes a flot constant verticalement,
d'une base de bandelettes a flot constant horizontalement,
d'une base d'ondelettes sans flot (régularité isotrope).

e o 0
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® Transformée rapide en bandelettes ()) :

» rééchantillonnage, transformée en ondelettes déformées,
bandelettisation.

® Pas de discontinuités aux frontieres grace a un schéma de lifting
adapté.
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Détermination d’un flot paramétré

® Un flot constant verticalement 7(z1,x2) = (1, (z1)) dans €2 est
paramétré par
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Détermination d’un flot paramétré

# Un flot constant verticalement 7(x1,x9) = (1, (z1)) dans Q est
paramétré par

L2—l \/\/
RS OO O AN
n=1 | | | | | 2
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et les L 27! parameétres av,.

® Minimisation de

Of(x1,1x2) |2
‘Vf ZC1,332 5131,332 ‘ dﬂ?ldiljg ‘ ’ ’ dﬂ?ldﬂjg .
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® Adaptation de I'échelle 2! A la régularité du signal le long du flot :

Echelle

Régularité
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#® Une approximation en bandelettes est donnée par :
» une segmentation en carrés dyadiques, représentée par les M,
nceuds intérieurs de |'arbre quaternaire de la segmentation,
o a l'intérieur de chaque carré €); de la segmentation par :
s M, ; coefficients du flot géométrique,
s My ; coefficients de bandelettes au dessus d'un seuil T'.




Approximation M termes

#® Une approximation en bandelettes est donnée par :
» une segmentation en carrés dyadiques, représentée par les M,
nceuds intérieurs de |'arbre quaternaire de la segmentation,
o a l'intérieur de chaque carré €); de la segmentation par :
s M, ; coefficients du flot géomeétrique,
s My ; coefficients de bandelettes au dessus d'un seuil T'.

® Nombre total de parametres :
M = Mg + Z(Mg,z' + Mb,z‘) — Z(Msz + Mg + Mb,i) :
i

1
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Optimisation de ’approximation

® Minimiser || f — fa||* pour un nombre fixé M de parametres.
® Approche lagrangienne : trouver le meilleur flot géométrique
segmenté qui minimise

\f = full?+ T M .
® Additivité du Lagrangien :

o, + 1% M,

If = ful> + T2 M = Z If — farl

® Algorithme rapide (CART) : programmation dynamique de bas
en haut sur la segmentation en arbre quaternaire.

® Complexité : O(N? (log N)?) pour N? pixels.
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Théoréme : Si f est de régularité géométrique C* (f = f ou
f = fxh avec f C* en dehors de courbes C% par morceaux
avec des conditions de non tangence) alors

If = full*<CM .
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Théoreme d’approximation

® | Théoréme : Si f est de régularité géométrique C% (f = fou
f = fxh avec f C* en dehors de courbes C% par morceaux
avec des conditions de non tangence) alors

If = full?P <CM .

il
FEFFEF

® Adaptivité : degré de régularité o inconnu.
® Optimalité : exposant de décroissance «.
® Comparaison :

s Ondelettes isotropes : ||f — ful]* <K CM !

s Curvelets : ||f — farl|* < C (log M)? M >
® Modification des bandelettes.
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Bandelettes modifiées

® Représentation :
s Base = frame (redondance).
o Union des bases de bandelettes associées aux tubes englobant
les carrés dyadiques.
® Sélection de la géométrie :
o Estimation présentée possible uniquement si les sauts des

discontinuités de f sont suffisament marqués.
o (Cas général : exploration exhaustive des géométries a une
précision € pres

L2~
d(z) = Z an ¢(27' —n) Y, € €ZN[-2,2]
n=1

o Pb : complexité exponentielle de I'optimisation.
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Flot polynomial par morceaux

® Complexité de l'optimisation liée au nombre de géométries
possibles.
® Réduction du nombre de géométries a explorer.

p
® Flot polynomial : d(zr) = Zozn z"
n=0

® Redécoupage des carrés dyadiques en rectangles dyadiques.

il
® Algorithme  d'optimisation de complexité  polynomiale

(O(N3+P1log* N)).
® Apparition d'un facteur logarithmique dans la décroissance :

If — furll? < CM™%log®™ M
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Compression d’image

® Lien entre la compression et |'approximation non linéaire.
® Une image comprimée fr est obtenue a partir de f en :
» choisissant une segmentation et un flot quantifié,
o quantifiant uniformément les coefficients de bandelettes avec
un pas de taille A.
o effectuant le codage entropique de tous les parameétres avec un
total de R bits.

® Optimisation de la géométrie (segmentation et flot) pour
minimiser le lagrangien :

If — frlI® + A2 A°R

® O(N?(log N)?) opérations.
® Résultat théorique :

|f = fall* < CR™log R|*™
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Compression et débruitage

Algorithme de compression = algorithme de débruitage.
Y = f+ W et estimateur de f : F' = Yp.
1Y — F||> + AR proportionnel a une log-vraisemblance.

Y — FIP + ¥R =20°( |l — FIP/(20*) + (\°/(20*)R )

Bruit Gau55|en a priori sur f

Compression = maximum de vraisemblance.
A2 =2log20? : P(f) =21 (MDL - Saito).
Algorithme pratique mais pas de résultat théorique.
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Compression et débruitage

Algorithme de compression = algorithme de débruitage.
Y = f+ W et estimateur de f : F' = Yp.
1Y — F||> + AR proportionnel a une log-vraisemblance.

Y — FIP + ¥R =20°( |l — FIP/(20*) + (\°/(20*)R )

Bruit Gau55|en a priori sur f

Compression = maximum de vraisemblance.

A2 =2log20? : P(f) =21 (MDL - Saito).

Algorithme pratique mais pas de résultat théorique.

Remarque : ||Y —F||?+\c?R ~ ||Y = F||?* + ) o?(agMg+apMp)

(Prise en compte de la géométrie dans le terme M).
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® Sélection de modéle.
® C(lasse d'estimateurs F,.

® MDL: F (YY) => Qr((Y,gn))gn (géométrie et seuil T').
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Sélection de modeéle.
Classe d’estimateurs F,.

MDL : F,(Y) = > Qr (Y, gn))gn (géométrie et seuil T').
Estimateur choisi par minimisation d'une fonctionnelle
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Sélection de modeéle.
Classe d’estimateurs F,.

MDL : F,(Y) = > Qr (Y, gn))gn (géométrie et seuil T').
Estimateur choisi par minimisation d'une fonctionnelle

|Y — Py (Y)||* + o®pen(v,Y)
MDL : pen(v,Y) = N2 R(F,).
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Estimateurs a pénalité

Sélection de modeéle.
Classe d’estimateurs F,.

MDL : F,(Y) = > Qr (Y, gn))gn (géométrie et seuil T').
Estimateur choisi par minimisation d'une fonctionnelle

|Y — Py (Y)||* + o®pen(v,Y)

MDL : pen(v,Y) = N2 R(F,).
Objectif : risque de |'estimateur ainsi défini proche du risque
oracle = minimum du risque sur tous les estimateurs de la famille.
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Estimateurs par seuillage

® Famille B de bases orthonormées comportant au total v fonctions
de base différentes (différent du nombre total de bases).
® C(lasse des estimateurs par projection sur certaines coordonnées :

® Estimateur par seuillage (13 = {n, (Y, gn)|* > N\2logvo?}) :
F = argmin ||Y — Yu/||* + AN log vo® M
BebB

® M uniguement le nombre de coefficients dans la base.
® Risque oracle :

Ropt = min || f — far[* + o*M

® Optimalité de 'estimateur ?
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Quasi optimalitée

Théoreme (Donoho) : Avec une probabilité supérieure a 1 —e/v

If — F|I> + Mlogvo?Mp < Cy\A\?log vRopt

Cas intéressant : v = N?.
Risque R de I'estimateur satisfait :

R=E(|f - F||*) < Cy\logv(Rep + 0°)
Sous les hypotheéses du théoréme, avec P > 1 —¢e/v
If — | + N logro®Mp < Cyargmin || f — far||* + A logvo® M
|f = FII? + X log vo® Mp < CxA* log v Ropt
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Preuve — 1

® fy =argmin||f — full* + N\2logro*M avec M), coefficients.
® F =argmin|Y —Yy||? + XN logro*M avec M coefficients.

® |Y—gl?=IY - fIP+2Y = f. f—a)+f —gll*



L I I B

Preuve — 1

fr = argmin||f — fal|? + M logvo? M avec M)y, coefficients.
F = argmin |[|[Y — Y ||* + M logvo?M avec My coefficients.

Y —gll* =Y = fIIP+2(Y = f, f—9) + If —gl*
En insérant ceci dans

1Y — F||? + Nlogra?Mp < ||Y — fil|> + A2 log vo® M),
on obtient

If = F|I? + X2logva®’Mp < ||f — frll? + A2 log va® M,
+2<Y_f7f)\_ >



Preuve — 1

® fy =argmin||f — full* + N\2logro*M avec M), coefficients.
® F =argmin|Y —Yy||? + XN logro*M avec M coefficients.

Y —gll* =Y = fIIP+2(Y = f, f—9) + If —gl*
® En insérant ceci dans

1Y — F||> + Mlogvo*Mp < ||V — fill? + N log va® M)y,

on obtient

If = F|I? + X2logva®’Mp < ||f — frll? + A2 log va® M,
+ 2<Y _ f? f)\ — >
® On conclut en prouvant qu'avec grande probabilité,
(Y = f. fn = P) < (C/N)(If = FII* + A log vo* Mp)

qui implique C), = (1 — 2C/\)~!
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® [Y = f, Ia—=Fp)| < [Pruunm e WX = F
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Preuve — 2

(Y = f. fx = Fp)| < [IPatyura W 12 = P
A=FI<Ih=fl+1f-Fl
A= F|l <2(|f = FII” + )? logy(;zjwp)l/2
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Y = [, fa = Fp)| < [Prsurte WA = F
= FI<|fx=fII+1f=Fl

o= Fll <2(f = FII? + A2 log voMp)!/?
® Inégalité de concentration :

9
9

P (V/\/l, | PW | < \/5 log V0'2dim(./\/l)> >1—e¢e/v
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Preuve — 2
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Y = [, fa = Fp)| < [Prsurte WA = F
= FI<|fx=fII+1f=Fl

o= Fll <2(f = FII? + A2 log voMp)!/?
Inégalité de concentration :

P (V/\/l, | PW | < \/5 log V0'2dim(./\/l)> >1—e¢e/v

Avec P> 1—e/v,

[ Prum W< \/5logu02(M)\ + Mp)
HPM/\UMFWH < \V 10/)\(“f — FH2 + )\2 log VO-QMF)l/Q
(V= £, fx = Fp)| < VAN (| f = FII? + A\ log vo Mp)
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Preuve — 3
Pour chaque sous-espace M = vect{g’vn}'

P (|PuW | = E||PyW|| + 1) < e t/27)

E||PyW| < (BE(||PuWVP)Y2 < VMo? avec M = dim(M).
t = /Alogrvo?M, P (HPMWH > /5log V02M) < v2M

Controle sur le nombre de sous-espaces possibles :

P(W\/l, IPyWV | = /5 log W2M)
<> > P(IPuW] = Vologra®M)
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Base orthonormée de bandelettes

Rectangle : Base orthogonale de bandelettes a I'intérieur d'une
bande et base orthogonale d’'ondelettes pour le complémentaire.
Découpage en rectangle avec des flots polynomiaux.

Structure hiérarchique préservée.

Nombre total v de bandelettes controlé : v < O N®P+5).
Théoreme d'approximation non-linéaire pour les fonctions de
régularité géométrique C* :

If — furll? < CM~%log®™ M
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Estimation en bandelettes

® Estimée F obtenue a partirde Y = f+ W, ou W est un bruit
blanc centré de variance 02, en minimisant

|Y — F||* + X 0% log N M

sur 'ensemble des fonctions s'écrivant dans une base orthogonale
de bandelettes B

® Algorithme de programmation dynamique (CART) permettant
cette optimisation de complexité polynomiale.

® Ingrédient central : seuillage dur avec un seuil A\y/log No.
® Richesse de la géométrie dans le terme A\?log NV au lieu de M.



Résultat théorique



Résultat théorique

Théoréme : Si f est de régularité géométrique C* (f = f ou
f = fxhavec f C* en dehors de courbes C* par morceaux
avec des conditions de non tangence) alors I'estimée F’ satisfait

|f = FI*> < Cllogv)*** V) (log log v) {2/ (o]

204/ a+1) ’10g0‘| (a+2)/(a+1)

avec une probabilité supérieure 3 1 — 201




Résultat théorique

Théoréme : Si f est de régularité géométrique C* (f = f ou
f = fxhavec f C* en dehors de courbes C* par morceaux
avec des conditions de non tangence) alors I'estimée F’ satisfait

|f = FI*> < Cllogv)*** V) (log log v) {2/ (o]

204/ a+1) ’10g0‘| (a+2)/(a+1)

avec une probabilité supérieure 3 1 — 201

Adaptativité et quasi optimalité en «.




Résultat théorique

® | Théoreme : Si f est de régularité géométrique C% (f = f ou
f = fxhavec f C* en dehors de courbes C* par morceaux
avec des conditions de non tangence) alors I'estimée F’ satisfait

|f = FI*> < Cllogv)*** V) (log log v) {2/ (o]

204/ a+1) ’10g0‘| (a+2)/(a+1)

avec une probabilité supérieure 3 1 — 201

® Adaptativité et quasi optimalité en «.
® En pratique logr ~ dlog N ~ 26| log o|.



Résultat théorique

® | Théoreme : Si f est de régularité géométrique C% (f = f ou
f = fxhavec f C* en dehors de courbes C* par morceaux
avec des conditions de non tangence) alors I'estimée F’ satisfait

|f = FI*> < Cllogv)*** V) (log log v) {2/ (o]

204/ a+1) ’10g0‘| (a+2)/(a+1)

avec une probabilité supérieure 3 1 — 201

Adaptativité et quasi optimalité en «.

-
® En pratique logr ~ dlog N ~ 26| log o|.

® Echantillonage : Y (z;) = f(x;) + e(x;) avec € bruit blanc centré
de variance o? :

2 log N A (a+2)/(a+1) (a+2)/(a+1)
lf[=FII"<C (log V) (loglog V)

N2
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Conclusion

® |les bandelettes permettent une représentation concise des
Images dans des bases adaptées a la géométrie de celles-ci.

® Applications pour le traitement du signal :
» Codage d'image fixe.
» Débruitage et restauration.

® Questions mathématiques :
o Théoremes d'approximation sur des espaces fonctionnels
adaptés.
s Autres pénalisations (¢1,...).
o Introduction d'un modele bayésien.
o Probleme inverse ?
s Apprentissage ?
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