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Le principe du scanner implique de savoir retrouver un objet a partir d’une
collection de radiographies de cet objet. 1l s’agit de ce que l'on appelle, en
mathématiques, un probleme inverse. Sa résolution s‘avere difficile et consti-
tue toujours une source de questions pour les mathématiciens.

Il parait difficile de « couper » une téte pour
en voir 'intérieur sans faire mal a son pro-
priétaire. C'est pourtant ce que les équipes
médicales peuvent réaliser a l'aide des
scanners, ou tomodensitometres en fran-
cais. Cet outil de diagnostic des dommages
internes est disponible depuis les travaux
de Godfrey Hounsfield et Allan MclLeod
Cormack, deux physiciens qui ont partagé le
prix Nobel en 1979 pour cette invention. Le
scanner n‘aurait pu exister sans le mariage
de la physique, des mathématiques et de
I'informatique.
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Probleme direct,
probleme inverse

A l'inverse de la radiographie classique a
rayons X, l'image d'un scanner n'est pas
obtenue directement par une mesure phy-
siqgue mais est créée par un ordinateur a
I'aide d‘algorithmes mathématiques a par-
tir d'une collection de radiographies de la
téte du patient prise sous des angles dif-
férents. Pour réaliser une telle prouesse, il
faut savoir résoudre deux problémes: com-
prendre comment cette collection de radio-
graphies dépend de l'intérieur de la téte
du patient, on parle de probleme direct, et
comprendre comment remonter de la col-
lection de radiographies a ce qui se passe
a l'intérieur de la téte, on parle alors de pro-
bleme inverse.

Le probléme direct est ici le méme que celui
de la radiographie a rayons X. Son principe
a été découvert par Wilhelm Conrad Roent-
gen en 1895 et a immeédiatement été utilisé
pour diagnostiquer des blessures internes.
Il a été largement étudié d'un point de vue
physique: on sait ainsi que la radiographie
obtenue dépend essentiellement de la
quantité de matiére absorbante rencontrée
par le rayonnement X entre la source et le
capteur. C'est pour cela que les os, plus
absorbants que les tissus, sont les struc-
tures naturelles les plus visibles. En prenant
en compte les caractéristiques physiques
des instruments de radiographie utilisés,
on sait alors prévoir mathématiqguement de
maniere tres fine la radiographie d'un objet
supposé entierement connu. Il en est donc
de méme pour la collection de radiographies
obtenue par le scanner.
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Bien que trés précise, cette modélisation
n'est pas parfaite: la radiographie mesurée
sera légerement différente de la radiogra-
phie prédite du fait de simplifications phy-
siques, de I'imprécision des différents cap-
teurs et d'autres aléas.

Retrouver 'objet a partir
des radiographies

Retrouver l'objet a partir de la collection de
radiographies, le probléme inverse, s'avere
étre un probléme beaucoup plus difficile. I
faut réussir a inverser la procédure d'acqui-
sition du scanner par un principe implémen-
table dans un ordinateur. De plus, il faut que
de petites imprécisions sur le modele n'in-
duisent pas de grandes erreurs sur le résul-
tat. C'est la mise en ceuvre d'une solution a
ce probleme qui a permis I'existence de la
premiére génération de scanners a la fin des
années 60. Depuis lors, les évolutions tech-
nologiques des sources de rayons X, des
capteurs ainsi que des autres mécanismes
instrumentaux ont permis une amélioration
de la qualité des images obtenues. Celle-ci
aurait été bien moindre sans le travail des
mathématiciens et le développement de

nouveaux algorithmes d'inversion.




Un principe simple, souvent appelé prin-
cipe du rasoir d’Ockham, est a la source
de la plupart des méthodes modernes
pour résoudre ce probleme. Guillaume
d’Ockham, un moine philosophe francis-
cain du xive® siecle, expliquait que « les
multiples ne doivent pas étre utilisés sans
nécessité ». Dans son incarnation moderne,
le rasoir d'Ockham est un principe de par-
cimonie: une bonne solution est une solu-
tion cohérente avec les données observées

tout en n'étant pas inutilement complexe.
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Pour appliquer ce principe de bon sens, |l
faut bien s(r donner une définition précise
(et mathématique) de la « cohérence » et
de la « complexité », ainsi que proposer
une maniere d'obtenir une solution a la fois

cohérente et peu complexe.

Une bonne solution est une solu-
tion cohérente avec les données
observées tout en nétant pas
inutilement complexe.
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Figure 1. Completement a gauche se trouve une image test appelée fantéme de Logan-Shepp,
souvent utilisée pour évaluer les méthodes; I'image immédiatement a sa droite correspond
aux mesures d’un scanner parfait (cette image bidimensionnelle est obtenue en juxtaposant
les « tranches » correspondant a différents plans de coupe). L'image suivante correspond a
des mesures légérement perturbées, enfin on a représenté au dessous trois équilibres dif-
férents entre I'incohérence (I'image de la colonne de gauche est d’autant plus blanche que
I'incohérence avec les mesures est grande) et la complexité (I'image de la colonne de droite
correspond a des solutions de complexité croissante du haut vers le bas).
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Aucune des méthodes de résolution du
probleme inverse ne faisant I'unanimité, les
mathématiciens, ainsi que les fabricants de
scanners, continuent d'explorer les possibi-
lités. L'une d'entre elles, sur laquelle a tra-
vaillé I'auteur de cet article, est illustrée par
la figure 1.

On observe que la meilleure solution
semble bien étre celle qui réalise le meilleur

compromis entre cohérence et complexité.

IRM, imagerie sismique
et autres problemes similaires

De nombreux problémes similaires existent
en imagerie, on peut citer par exemple:

—I'IRM (Imagerie en Résonance Magné-
tique), ou l'on cherche a déterminer les
structures a l'intérieur d'un corps en

mesurant leurs influences sur des champs

magnétiques,
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—la déconvolution optique, ou |I'on cherche
a enlever le flou dd a la lentille dans une
photographie,

—I'imagerie sismique, ou l'on cherche a
déterminer les structures souterraines a
partir d’enregistrements de propagations
d'ondes.

Dans chacun d’eux, on retrouve un pro-
bleme direct, |I'étude de la formation des
mesures a partir d'un objet, et un probleme
inverse, dans lequel on cherche a revenir
des mesures a |'objet. Pour chacun d’eux,
le principe du rasoir d'Ockham a prouvé son
efficacité pour obtenir des résultats théo-
riques et pratiques. Les questions autour
de ces problemes inverses sont cependant
loin d'étre closes: de nouveaux dispositifs
d'acquisition sont régulierement introduits,
de nouveaux moyens de calcul toujours
plus puissants permettent d'envisager
des méthodes de plus en plus complexes,
des nouveaux outils mathématiques per-

mettent également d'explorer de nouvelles

voies...




Pour aller plus loin...

La modélisation la plus commune du pro-
bléeme évoqué dans cet article est |'obser-
vation d'un objet O & travers sa collection
de radiographies R obtenue par l'applica-
tion d’une fonction ® venant du modeéle
direct auquel est ajoutée une perturbation
B inconnue. On observe ainsi

R=®(0)+B

et I'on souhaite retrouver au mieux O a
partir de la collection de radiographies K.

Une idée naturelle pour un mathémati-
cien est de déterminer l'inverse @' de
la fonction ® et de l'appliquer a R pour
retrouver O. Malheureusement, on vérifie
que l'objet ainsi obtenu

O(R) = o (@(0)+D))

peut étre trés différent de O méme si B
est petit. On dit que l'inversion est ins-
table.

Pour appliquer le principe d'Ockham, il
faut définir le critéere de cohérence ainsi
que de complexité.

Le mathématicien définit ainsi une fonc-
tion d'incohérence F' (R,0) qui quantifie
la différence entre la radiographie obser-
vée R et celle prévue par le modéle direct

pour un objet O: cette fonction est petite
lorsque l'objet O est cohérent avec les
observations et grande lorsqu’il est inco-
hérent.

De méme, il définit une mesure de com-
plexit¢ C (O) grande quand |'‘objet est
complexe et petite quand I'objet simple.

le principe

Il peut alors interpréter

d'Ockham comme la recherche d'un
objet O réalisant le meilleur compromis
entre ces deux quantités, un objet pour

lequel la somme
F(RO0)+ C(0)
est la plus petite possible.

Les expériences numériques de la figure
ont été obtenues en choisissant pour
critere de cohérence essentiellement la
distance usuelle entre I'image de |'objet
®(0) et R, et pour critére de complexité,
la parcimonie, le nombre de coordonnées
non nulles, dans une représentation adap-
tée. Ce choix permet d'obtenir des garan-
ties théoriques sur la reconstruction ainsi
qu'un algorithme efficace de détermina-
tion du meilleur compromis.
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