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Avant propos

Ce document correspond au cours de Master 1 d’« Analyse des Séries Temporelles »
que j’ai donné a 'université Paris Diderot en 2007-2008 et 2008-2009. L’objectif y était de
reprendre ’analyse de Fourier avec pour objectif I’analyse des séries temporelles dans un
cadre aléatoire avec comme sommets le filtrage de Wiener et les processus auto-régressifs.
Le coeur du cours est le traitement des signaux discrets mais le traitement du signal
continu est abordé « en passant ». La question de I’échantillonnage y est notamment
présente avec un chapitre montrant comment les distributions permettent un éclairage
agréable du théoréme de Shannon.

Cette version correspond plus ou moins au notes manuscrites que j’avais mise en ligne
pendant le cours. Il ne s’agit pas d’une version « définitive » mais plutét d’un document
de travail mis a la disposition des autres... N’hésitez pas a me contacter si vous trouvez
des fautes, des imprécisions ou pour tout autre question !

Ce cours repose pour beaucoup sur les notes manuscrites que Francis Comets m’a
transmises en méme temps que le cours ainsi que sur les notes de TDs offertes par
Thierry Meyre. Inspiré par le cours d’ANalyse en FREquence de 'ENPC, j'y ai ajouté
une touche de distributions et sans doute pas mal d’erreurs. En plus de ces deux sources
principales, on pourra trouver des morceaux inspirés du cours de M1 « Processus sta-
tionnaires et prévision « de Jean Lacroix et Paolo Baldi. Pour la partie distribution, deux
références glanées sur le Web m’ont été d’'un grand secours « Advance Fourier Analy-
sis » de Jan Wiegerinck et « Distribution Theory (Generalized Functions) » de Ivan F.
Wilde. Je remercie également Stéphane Boucheron et Daniele Tibi pour leurs différents
commentaires sur le cours qui m’ont souvent obligé a préciser un peu les choses...

Je finirai avec une petite pensée pour les 4 générations d’étudiants qui ont du « subir »
cette enseignement avec moi soit en TD soit en cours... Je sais que certains d’entre eux
ont un peu souffert, j’espére juste qu’ils n’en gardent pas un trop mauvais souvenir...

Erwan LE PENNEC






Chapitre 1

Série de Fourier
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1.3 Quelques rappels sur les séries de Fourier . . . . ... ........... 10

1.1 Introduction

Historique Aux alentours de 1815, Joseph Fourier décompose une fonction 1-périodique
en somme de sinus et de cosinus afin de résoudre I’équation de la chaleur sur une tige.

Cadre Fonctions sur [0,1] = fonctions sur R 1-périodique.
Topologie : II = R/Z ~ [0, 1] compact
La restriction sur [0,1] d’une fonction continue sur R n’est continue pour cette
topologie que si f(0) = f(1)!

Notation
[Hf(ac)dav=/Olf(ac)dav=/amr1 f(z)dx

L2(I1,dz) = {f : T - C, fn | f(2)[2da < +o0}

Espace de Hilbert pour le produit scalaire (f,g) = fj; f(2)g(z)dz.
On définit les caracteres

2T

(z):=e qui sont C* sur II

Pulsation : 2mn / Fréquence : n / Période 1/n
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1.2 Base de Fourier

1.2.1 Base orthonormée de Fourier

Proposition 1. (7, )nez est une suite orthonormée.

Démonstration.

(’7n,'7m> = ‘/1:[ eiQﬂ(n_m)J»‘dx _ {0 sin+m

1 sin=m

Théoréme 1. La famille (Y,)nez est totale dans L?(m,dx).

Corollaire 1. La famille (Vn)nez est une base de Riesz de L?(m,dx) (on parlera par
commodité de base orthonormée).

Démonstration. F = {Polynémes trigonométriques avec P(0) = P(1)} ¢ C(II,C) c L*(I1, dx)
Le théoréeme de Stone-Weierstrass sur 1I compact s’applique a F' car

— F o les constantes, _
— f,geFF = fgeF et feF et

- VCE,yEH,HfEF,f(fE) ¢f(y)
On en déduit que F est dense dans C(IT) pour | - ||e, puis que F' est dense dans C(II)
pour |- ||z puisque |- |2 < |- [ o. Enfin, F est dense dans L?(II) pour | - |2 puisque C(IT)
I’est. O

Définition On pose pour f e L2(II),
—~ 1 , N
Fll=(fomd= [ F@e™™de et Sxf@)= ¥ Flnl(a).
n=—N

f[n] est appelé le nieme coefficient de Fourier de f. Sy f est la somme partielle de
Fourier jusqu’a la fréquence N.

L2
La famille v, étant une base hilbertienne de L?(IT), on en déduit S, f — f. En
d’autres termes, f est égale a sa série de Fourier :

FE S ) = 3 Flnje

nez nez

1.2.2 Preuve par le noyau de Poisson

La preuve du caractére totale de (v,)nez est assez abstraite. On propose mainte-
nant une preuve un peu plus constructive qui est ’occasion de reprendre des techniques
classiques en analyse.



Preuve plus constructive par le noyau de Poisson. Le noyau de Poisson est défini sur 11
par

Pr(z) = Y vy ()

nez

pour r € [0, 1[. Cette fonction est bien définie car la série est uniformément convergente
pour ces valeurs de 7.
L’idée est alors de montrer que

Pox f(2) = 3 M F[n](a)

nez

L2
qui reste dans L? puis que P, x f > f.
Proposition 2.

2

1-r
D B(e)= g 20 et 2) fnpr(x)dx -1
Démonstration.

1) ) = 3 rhu(a) = 1 ijr”m(w))” ; ijr"w_l(x))”
_ r(x) () gy, (@) +rea(@) - 2r (@) (2)
@ T Toma@ T @) - @)
(1= ru(@) (1= (@) + (@) + s (@) - 202

T-rm(@)P
1-72
B = o @p

2) fHPr(x)d:U = /H > "y, (2)d = > rln /an(x)dx =1

nez nez

ou l'on a utilisé la convergence normale de la somme (ce qui implique sa convergence
dans L1). O

On remarque que P.(x) 7 0 si x #0. P, est donc une approximation de 'unité
g

(P, converge vers le dirac dp au sens des distributions).

Proposition 3. Si g est dans L1(IT) et est continue en 0 alors

[ Pr@)g(@)de — g(0).



Démonstration. Soit € > 0, il existe un un voisinage V de 0 tel que Yz € V, |g(x)-g(0)| < e.
On a alors

[ Pr@a@)dz=g(0)| = | [ Po@)o(@) - 9(0)d]
< [ P@)lg(@) - 9(0)lda

< [ P@lg@) -gdz+ [ Pr(@lg(@) - g(0)lda
e+ lg() = g(O)1 x sup Pr ()

On note alors que, comme II NV ne contient pas 0, supp.y Pr(z) —y 0 et donc qu’il
T

existe r. tel que Vr > re,

‘LPT(x)g(x)dx—g(O) < 2e.

Proposition 4. Soit f € L2(II),

D Py f(2) = 5 M FInda(e) eL200) et 2) Poefig

Démonstration.
1) Pr*f:<faPr(x_')>
qui est bien défini car P.(z ) est dans L2(II)

=(f, Y "y (@)yon ()

nez

La convergence de la somme étant absolue dans L?

= Yl (@) fov-n)

nez

Prx f= 3 vy () F-n]

nez

Cette fonction est dans L? car elle s’obtient & partir de la projection de f sur Iespace
engendré par les 7, en diminuant la valeur absolue des coefficients dans la base de cet
espace constituée des ,.

2) |P, « (@) = f @) = | [ PG - ) = (@)
| [ (Rw) (P () (- ) = £ ()
Sjl;PT(u)]f(a:—u)—f(a:)PduxfHPT(u)du
< [ Plf@=u) - f()Pdu

2
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On en déduit donc
|2+ f = fl5 = fH P * f(x) - f(2)] da
< [ [Pl - S auda

Toute les fonctions étant positives on peut appliquer Fubini

1Px f= 113 [ Pl f = mf Bau

ou 7, f est obtenue en translatant la fonction f de u.
Il reste alors & montrer que || f — 7, f|3 = g(u) est une fonction de L! continue en 0.
Ceci s’obtient assez facilement.
D'une part, | £ =7, fI3 < 201 £I3+ 7 f12) = 4] £]? et donc g € L=(IT) € L1 (IT). D'autre
part, pour toute fonction f € L2,
If =7ufllo<If = Flo+ 1 = 7ufl2+ |7uf = 7ufl2
<2f = Fla+ 1S = 7ufl2

On conclut alors en utilisant la densité des fonctions uniformément continues dans L?(IT)
qui satisfont clairement ||f — 7, f|2 — 0. O
u—>

On en déduit donc que si f € L? telle que Vn, (f,v,) = 0 alors P, » f = 0 et par passage
a la limite f = 0.
Ceci conclue la preuve de la “totalité” de la famille . O

Bilan

L2 —_
vFeLA(M), = 3 Flndo
n
De plus, la transformée de Fourier sur L*(II)

feF
L2(II) - £*(Z)

est une isométrie linéaire bijective d’inverse

c— Z CnTn
nez

*(7) - L2(I1)

On appelle propriété de Bessel-Parseval, la relation

fn |f(@)Pde = 1 f15=1F15= 2 IF[n]P

nez



1.3 Quelques rappels sur les séries de Fourier

Convergence et régularité a e ¢! — Y, a,7v, converge uniformément vers une
fonction continue. On en déduit que si f € ' alors f est continue.

De maniére générale, on a une “équivalence” entre f décroit vite en linfini et f est
réguliere...

Rieman-Lebesgue feL! — f[n] - 0. (On remarque que f € L! suffit pour assurer
Iexistence des coefficients de Fourier mais n’implique pas que la suite des coefficients
soit dans ¢2.)

Noyau de Fejer Jy = zﬁ:_N e?™ Sy =f*Jy = 27]:[:_1\7 f[n]’yn,

Si+-+Sy 1!
_—

Ll
fe _— I

3

Dirichlet f dérivable a gauche et a droite en g = Sy f(xz¢) . f(ﬁg);f(xa).

10



Chapitre 2

Transformée de Fourier sur R
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2.1 Introduction

Histoire Fourier, Cauchy et Poisson aux environs de 1810-1820.

Heuristique Soit f une fonction réelle, sous de bonnes hypotheéses, on peut définir
Fr = fx1[_pjg 1o la restriction de f & [-T'/2,T/2[ et la considérer comme une fonction
T-périodique. On obtient alors des coefficients de Fourier

== t)e2m (Dt gy
frin]=7 ., e

11



La transformée de Fourier de f en ¢ s’obtient en faisant tendre n/T vers ¢ tout en
assurant que T tende vers l'infini, et en posant

Fl@) =t TFr(n/T) = [ pe)e 2t

On obtient de maniere heuristique la transformée inverse par un passage a la limite
sur les séries de Fourier :

fr(t) =Y Fr[n]e® ™D vt e [-T/2,T/2]
nez

l Z T}“T[n]eﬂﬂ'(n/T)t
T nez
N f f((ﬁ)@izﬂd)tdt.

On souhaite donc poser f(¢) = e f (t)e 279t dt pour f:R - C et pouvoir parler de
son inverse donné par la formule f(t) = [ f(¢)e?™dt.

Toute la difficulté est maintenant de donner du sens a ces formules. La transformée
de Fourier de f est ainsi clairement définie pour f € L'. On va montrer qu’alors f € L*,
comment définir 'inverse ? De maniere similaire au cadre des séries de Fourier, peut-

on obtenir une formule de type Parseval pour les fonctions L?? et pour commencer,
comment définir une transformée de Fourier pour ces fonctions?....

2.2 Transformée de Fourier sur L!(R)
2.2.1 Définition et propriétés
Définition La transformée de Fourier F sur L!(R) est donnée par
FiL' L%
f o Favee J(0) = [ f(0e2meat

Proposition 5. f(¢) existe pour tout ¢ et |f(d)| < |f]1-
Proposition 6. feL! =— feCy (fonctions continues qui tendent vers 0 en l'infing).

Démonstration.

F@+m)=F@) < [ hoa®) - 20®Ilf @)t

Py 0 par convergence dominée
La propriété f(gb) — 0 correspond au lemme de Rieman-Lebesgue qui se démontre en 3
temps : on vérifie par calcul que c’est vrai pour les indicatrices, on en déduit que c’est
vrai pour les combinaisons linéaires finies puis que c’est vrai pour toute fonction de L*
en utilisant un argument de densité pour la norme L! des combinaisons linéaires finies
d’indicatrices et la continuité de la TF (|f(¢) -G(o)| < | f - g]1). O

12



Proposition 7. La transformée de Fourier F échange la régularité et la décroissance a

Uinfini : _
— i) felletg=tfelL! = feCl et f(
— i) feL'nCl et ffel! = f(qs):f’(@

Démonstration. i) Lebesgue :
[(9+h)-J(9) _ Y-n(t) -1
B2 [ s —a

or ’lh(}f)_ly < 2wt et V‘h(ht)_l tend vers —2iwt lorsque h tend vers 0, on a donc
— [ “2intf(£)1-4(0)dt = ~2im7(0)

ii) f’ € L' implique que [;"™ f'(t)dt est bien défini. Ceci implique que f(t) = f(0) +
fot f'(uw)du admet une limite. Comme f € L', cette limite ne peut que valoir 0.

On en déduit alors que

?(¢):/fl(t)€—i2ﬂ¢tdt

par intégration par parties
= [f(t)e_i%‘z’t]i: + f 2i7r<bf(t)e_i27r¢tdt

= 2ir¢ ().
O

Remarque
i) feLlet?’fel! = feCP

i) feL'nCP,f/,...,f® el — tfeCy

sin(ag) 71

L)

Ex  f(t) = 1[_4,4)(t) n’est pas régulier et sa transformée de Fourier f($) =

2.2.2 Convolution
Proposition 8. f,ge L', la convoluée f * g définie ponctuellement par

9@ = [ f@g(t-wdu= [ f(t-u)gu)du

est bien définie et appartient ¢ L'

Démonstration. Par Fubini, on vérifie que [ |f * g(¢t)|dt < ||f]l1]g]1-

13



Proposition 9. f gel? = fxgeL® et fxgeCP

Démonstration. Cauchy-Shwartz donne | f*¢g|o < | f|l2]lg]2. La deuxiéme propriété s’ob-
tient par un argument de densité et de stabilité de C° pour la norme | - ||oo- O

Proposition 10. f,geL'. 7 g = f7.
Démonstration. On utilise encore une fois Fubini pour obtenir
Toa(e) = [ e [ - uyglu)dudt
= f f e 2me0u) £ (1 — ) e 2T g (u) dtdu
= [(¢)3(9)
O]

Exemple g=1[_,,*1[_qq] est la fonction triangle qui est plus réguliere que la fonction

2
indicatrice. Sa transformée de Fourier est g(¢) = % qui décroit plus vite que celle

de l'indicatrice...

Gaussienne f(t) =e*/(27") ¢ L1 ([ |()|dt = on/2m)

7(8) = f o12/(20%) ~2imet 4y
f’((b) = f e (20 9 rpe-2imdt gy — f Qimtet'/(20%) g-2imdt gy
Par IPP
= [ 2im2oe IO gim gty
f(9) = -47*20° 6 F(¢)
On en déduit donc que f(gf)) = ce47*"  Pour déterminer la constante ¢, on utilise
F(0) = [ f(t)dt = 0v/27 = ¢. On a donc démontré que f(¢) = ov/2me 477",
Remarque g = f(¢) = f(-9).
(1) = o/ 2me- 11207022 (1)

71,2
= oo x 2T it

€ 8m202
2mo?

= e - ()

soit

14



Remarque o2 x ﬁ, le produit des “variances” de f et de sa transformée de Fourier

est indépendant de o (principe d’incertitude...)

2.2.3 Formule d’inversion de F

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2. Si feL! et FeL' alors
[ F@e s = f(0)pp. F(T) =

FEsquisse de démonstration. Pour les séries de Fourier, on a un résultat semblable : si

Flnled',

Z J/c\[n]ei%m = f(t) p.p. avec f[n] = fl f(t)e—zznntdt

nez 0

Pour le démontrer, on pose S(t) = ¥, f [n]e?™ qui est bien définie car la série est absolu-
ment convergente. On vérifie alors que 7i[ k] = fol S(t)e 2™t dt = ¥, k] fol e~k =
Fn]. On en déduit donc que S = f puis que s = f p.p. (par exemple parce que S — f =0,
feC’cL?and SeC’cL?).

Cette démonstration ne fonctionne pas pour L. On peut définir

s = [ o) ag
et chercher A calculer S (o)

5(¢) = f S(t)ei2motqy = f / F(®)e2 (@Dt qpdg
mais on ne peut utiliser Fubini ici car ¢2™(®-®)t ¢ L1, .
La preuve est plus technique et passe par la densité des fonctions continues. ]
2.3 Transformée de Fourier sur L?(R)

2.3.1 Cadre

Probléme f(¢) = [ f(t)e 2™ dt n’est pas définie pour f e L2.

Extension On souhaite définir une transformée de Fourier sur L? telle que pour f €
L!NL?2 la transformée de Fourier L? coincide avec la transformée de Fourier L' : Ff(¢) =

(o).

15



2.3.2 Construction

Par densité On peut obtenir une construction de cette transformée par densité mais
on propose ici une version plus constructive basée sur 'application F4 définie par

Faf(@)= [ fe ot

Théoréme 3. Vf e L2, 3Ff e L? tel que Ff = limg_oo Faf. L'application F est une
isométrie linéaire bijective sur L? de réciproque

x L2 .. 4 i2m ot
Fg ‘JEEO[AQ(‘W dt.

Démonstration. f e L? — Jl_aa)€ L'NnL2, VA>0

Le seul point technique est alors de montrer que Faf = fl’[:,f\] eL? et |Faf|3 =
[Fatewn] i

(FAf)aen+ est une suite de Cauchy dans L2(R) donc lim 4., Fa f existe et appartient
a L2(R).

On pose Ff =lima_o, Faf, on vérifie que F est linéaire et isométrique.

Par convergence dominée, si f € L' nL2, F4f — F et donc on vérifie Ff = f.

On admettra encore la formule d’inversion.... O

Proposition 11. |Fafla=[f1{_a 4l

Démonstration. On part de f4 l'extension 2A-périodique de f1[-A, A]. Cette fonction
est dans L2([-A, A]) et on peut la développer en série de Fourier. Ses coefficients sont

Filo) = g [y 10
1

V2A

Faf(n/(24)).

On en déduit donc que
[ Pa= Y P = 2 X IFa /AP
-A nez 4 2A nez 4 .

—i2mot

On applique alors ce résultat a fe pour obtenir

[t = 3 Bl = o1 SIFar (/) +o)f

nez

et on obtient le résultat souhaité en intégrant sur § € [0,1/(2A4)] O

16



2.4 Transformée de Fourier dans S

2.4.1 Motivation

Stabilité et formules F a une formule explicite pour L' mais n’y est pas stable
puisque l’on arrive dans Cg tandis qu’elle est stable de L? vers L? mais sans formule
explicite.

Objectif Trouver une classe S c L' nL? tel que FS = S, on vérifie aisément que S doit
vérifier S ¢ Con L' nL2.

2.4.2 Espace de Schwartz

La classe de Schwart S est I’ensemble des fonctions C* a décroissance rapide :

S ={f €€, ¥p> 0, Ny (f) = supsup [¢°0° floo < +00}.

asp [B<p

Topologie séquentielle f, 3, [ si et seulement si Vp, N,(fn - f) = 0.

Proposition 12.
— S est stable par dérivation et par multiplication par des polyndomes.
- Vf € S, Supaép Supﬁgp ||t0485f”1 < CNP+2(f)'

Démonstration. Le premier point est évident.
Pour le second,

[|taaﬁf(t)|dt:f|(1+t2)taaﬁf(t)l‘1+1t2 d
< (1+t2)taaﬁf(t)ooH1+1t2 )
anf 1
/|t B f(t)|dt§2H1+t2 1/\/p+z(f)

2.4.3 Transformée de Fourier

Théoréme 4. VfeS,feS et Vp,3C,, Vf e SN, (F) < CoN(f). De plus la transformée
de Fourier définit un isomorphisme séquentiellement bicontinu de S dans S d’inverse
FL
Démonstration.
[6%07 F(@) oo < Col F(O™(t £(£))) oo
<Clo*(t ()

< Gy supsup 1t70° f |1
asp Bsp

16%0° F(#) | oo < CpNpsa(£)
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Reste & démontrer la formule d’inversion... On montre aisément que si f € L' et
feL! alors [ f(¢)e?™¥dt = f(t) en tout point de continuité, ce qui donne le résultat
ici. O

2.4.4 Parseval-Bessel

On montre directement que sur S, | f|l2 = |Ff|2 sans passer par § c L2.
En effet e72™ f(t)g(¢) appartient & L'(R?) si f et g sont dans S et on obtient alors
grace a Fubini,

(Ff.9)= [ FF©)9(@)do
= fR [R e 2P £ (1) g(p)dtde
_ A;{ fR F(O)g(@)e2mbdpdt
=(f,Fg).

La propriété souhaitée s’obtient en appliquant ce résultat pour g = Ff.

2.5 Transformée de Fourier dans &’

2.5.1 Distributions

Objectif On souhaite étendre la transformée de Fourier sur L' UL? & une classe stable.
Il va falloir pour cela abandonner les fonctions pour les fonctions généralisées ou distri-
butions.

Fonctions test On définit D I'’ensemble des fonctions continues indéfiniment dérivables
a support compact. On munit cet ensemble de la topologie suivante : on dit que U est
ouvert si et seulement si VK compact et Vf € U a support dans K, 3e >0, 3k > 0 tel que

{g,supp(g) c K, ¥z e K|f®)(z) - ¢ (2)| < e} c U.

Distributions L’ensemble D’ des distributions est I'ensemble des formes linéaires
continues sur D (dual).

Soit T e D" et feD,onaT(f)=(T,f)p p avec pour tout compact K 'existence de
k et de C(k) tel que pour toute fonction f a support dans K |T(f)| < C(k) | f*| co-

Exemples
— Vg localement intégrable, T,(f) = [ g(¢)f(¢)dt définit une distribution. On iden-
tifie souvent Tj et g.
— 0ty f > f(to) est une distribution.
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Dérivation Soit T € D’, on définit sa dérivée T’ € D’ par son action sur D

(T, Yoo =—(T, Yo D

Il s’agit bien d’une extension de la dérivée puisque par intégration par partie si g est
localement intégrable et dérivable :

[ o ®swar=- [ gtrrwa

Distributions tempérées C’est I’ensemble des applications linéaires T" sur S conti-
nues au sens de Pexistence de p et de C' tel que pour toute fonction f € S, T'(f) < CN,(f).

On peut vérifier que comme D c § et que la condition de continuité est plus forte
S’ ¢ D'. Toute distribution tempérée est une distribution mais la réciproque n’est pas
vraie.

2.5.2 Transformée de Fourier sur &’
Définition Soit 7' € &', on définit sa transformée de Fourier FT par son action sur S :

(FT, f)sr.s ={T, f)s'.s-

Proposition 13. FT € 8’ et F correspond bien a une extension de la transformée de
Fourier de L' et de L? (et de S).

Démonstration.
(FT, fls sl =T, Fs.s
<CN(F)
(FT, flss| < CNpra(f)

Pour tout u e L',
f w(t) f(t)dt = f f u(t) f(v)e 2 didv
- / @(v) f(v)dv.
L’extension & L? est immédiate en passant par Fy. 0

Proposition 14. F: 8" — 8’ est un isomorphisme séquentiellement bicontinu d’inverse
F défini par

(F'T, flsrs = (T, F " fsrs.

Démonstration. La continuité de F et de F~! est immédiate.

(FYFT, f)sis = (FT,F ' flsrs = {T, FF *flsr.s = (T, f)s' 5.
Dou F1FT =T. Il
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Exemples

— 5t0 : f — f(to)
<f507f>$’,8 = (50,]:f>$/73 = f(to) = / f(t)e—z?ﬂtotdt

On peut donc identifier Foy, et e~12mtot

- ei?ﬂ'tot . f —>f€i2ﬂt0tf(t)dt
(FE2, f)sis = (2 F s = [ Tt = f(t0)

et donc Fet?™hot =, .

Remarque Soit f € L%([0, 1[), on vérifie que sa périodisée f, € L _ et donc que f, € S’

9
On verra que Ffp = Y,z f [n]0n. De maniére heuristique, ceci s’obtient en remar-
quant que f, =Y. f[n]e*™ et que Fe?™ =,,.

Dérivation Soit T € S’, on définit 77 comme pour les distributions et on vérifie que
T €S.
Proposition 15. F(T") = (2int)FT

Démonstration.

(F(T"), fsrs =(T", Ffls.s
=—(T,(Ff))ss
= (T, F(-2irtf))s s
=(FT, 2i7rtf)5/73
(F(T"), f)ss = (2imtFT, f)sr,s-
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Chapitre 3

Traitement du signal analogique

Sommaire
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3.1 Introduction

Signaux analogiques f: R —RouC.
— —

continu continu

Exemples signaux électriques, ondes électromagnétiques, optique (& peu preés tout
sauf dans les ordinateurs).

Filtrage/Traitement L: f+— L(f) ou L(f) est une fonction de R dans R (ou C).
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3.2 Filtrage stationnaire linéaire, réponse impulsionnelle
et fonction de transfert

3.2.1 Filtrage stationnaire linéaire

Filtrage [+~ L(f)
Linéaire L(f+\g)=Lf+\Lg

Stationnaire L(f(-—t0)) =L(f)(-—to).
Classe particuliére mais assez générale de traitement de signal. Elle s’étudie efficace-
ment a ’aide de I'outil Fourier.

3.2.2 Réponse impulsionnelle

Heuristique f(t) = [ f(u)d(t—u)du=46« f
Li(t)=[L(f(u)d(t-u))du= [ f(u)Lé(t —u)du=Lé* f.

On appelle réponse impulsionnelle du filtre le signal Ld... si il est bien défini!

Restriction aux filtres de la forme L = hx avec h : R - R ou C. Par construction, h
est la réponse impulsionnelle du filtre L.

Il manque partout ’espace d’appartenance de f pour que tout ceci ait un sens.
On essayera de régler le probleme au cas par cas...

3.2.3 Causalité et stabilité

Causal Le filtre L = h* est dit causal si et seulement si h(t) =0, V¢ <0.

Lf(t):h*f(t):ff(u)h(t—u)du:[;f(u)h(t—u)du

ou ’on voit bien que I'on utilise que les valeurs du « passé » pour obtenir la valeur en t.
C’est crucial pour les traitements en temps réel.

Anticausal Le filtre L = h* est dit anticausal si et seulement si h(t) =0, V¢ > 0.

Stable Le filtre L = hx est dit stable si et seulement si
VI flloo < +o0 = |h* f|oo < +00.

Proposition 16. Le filtre est stable si et seulement si h e L.

Démonstration. he L' = VfeL® hx feL*™.
h¢ L' = [ h(x)sigm(h(z))dz = [ |h(z)|dz = +00 et donc If(z) = sigm(h(x)), f €
L™ et h~ f¢L>. O
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Fonctions propres

L(e2™07%0)) () = L(e"™")(u-to) (par stationnarité)

= 290 [(c279) () (par linbarité).
En choisissant u = tg, on obtient
L(€i27rd>t)(t0) _ L(62i7rd>t)(0)6i27r¢t0’

2wt

autrement dit les exponentielles complexes e sont des fonctions propres du filtre de

valeurs propres L(e2™%)(0).
Si L = h* avec he L',
L(2™1)(0) = f h(w)e 200 gy = ().
3.2.4 Convolution et transformée de Fourier
Théoréme 5.
FL(f)=F(hxf)=FhxFf
En utilisant ceci comme définition, on peut généraliser la définition des filtres pour

tout h dont on peut déterminer une transformée de Fourier... et sous la condition que le
produit précédent est un sens...

Inversion de Fourier Si f et fsont dans L'
1) = [ @) ds
et si hf est dans L

LIt = [ W@)F@)e ™" ds.

Comme dans un égaliseur, chaque composante fréquentielle est amplifiée/atténuée par
un facteur h(¢).

Filtrage Si /H(qﬁ) = 0 sur un intervalle, les composantes fréquentielles correspondantes
sont annulés par I'opérateur L, d’ou le nom de filtrage.

Variante sur la transformée de Fourier On utilise souvent, en traitement du signal,
la transformée de Fourier définie sur L' par

Fw) = [ e ar
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.FW’LPB (w)

—We We
FiGURE 3.1 — Filtre passe bas idéal.

qui correspond juste au changement de variable w = 2w¢. Toute la théorie reste valide
dans ce cadre a des facteurs 2w pres. Par exemple,

W\ — _ 1 wt
(FY W = 5= [ F@)e e,

L’intérét de cet variante est que F¥(f") = iwF* f(= jwF* f en physique) dans lequel on
a moins de facteurs 2.

3.3 Filtres idéaux et synthese de filtre

3.3.1 Filtres idéaux

Passe bas idéal F“hpp(w) = 1[_y, w.]
sin wet
7t

Ce filtre n’est ni stable ni causal...

Réponse impulsionnelle hpp = (noyau de lissage).

Passe bande idéal F*hpy(w) = Liyje[wo-wewo+we]
Si we < W, ]:“hpb(w) = fwhpB(w - w()) + ]:”hpB(w + wo).

—iwot + hPBezwot — 2cos(w0t) sn;rtz)ct

Réponse impulsionnelle hpy, = hpge
Ce filtre n’est ni stable ni causal...

3.3.2 Filtrage par circuits électriques

Filtres implémentables Seul certains filtres linéaires peuvent étre implémentés par
des circuits électroniques : ceux dont la fonction de transfert est une fraction rationnelle.

Very Large Scale Integrated circuits Circuits électriques présents dans les puces
avec des résistances, des condensateurs, des amplificateurs opérationnels, des diodes...
mais pas d’inductance pour des raisons de place.
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A )
]:“}Lpb(w)
W
i 1
T
1
'
—wp — We — W) —wp + we Wy — we W wo + we

FIGURE 3.2 — Filtre passe bande idéal.

(
—R >

q
U CZ2lw

S S S S S

FiGURE 3.3 — Circuit RC.
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Circuit RC

i=C dw u=Ri+w
dt
d
qg=Cweti= @ Loi d’Ohm
dt
On en déduit
d
u(t) = RC d—t) +w(t) (équation différentielle)

— Fu(t) = RCF (i—f) + P

— 7 = RCjwd” + @

u
:’[DOJ:—
1+ RCjw

Equation différentielle linéaire De facons plus générales, on obtient & l’aide de
circuits électriques une équation différentielle linéaire de la forme

dN M
aN—U+ -+ agu =byr—w + -+ + bow
th 0 Mdt 0

soit en Fourier,

B a'N(.]W)NﬂW +eeet aoﬂw = bM(jw)Mfﬁw 4ot bm’ﬁw
On obtient donc une fonction de transfert

. pw 78D LA
h=—= aN(]‘w) T impédance du filtre.
v bM(]w)M+---+b0

Remarques
~ M >N, sinon h¥(w) » oo et h¢ LY UL2u--
— Le filtre u — w est causal par construction.

Circuit RC (suite)

L A 1 P
1+ RCjw 1+ RCjw’

On utilise alors

+00 )
f“(ae_atl[OJroo[):/ e et
’ 0

; + 00
ef(szra)t
= —Q E—
a+w 0

« 1

atiw 1+iw/a
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

—20log(w) + cst.

*108‘(1%') —log(w)

FIGURE 3.4 — Diagramme de Bode.

pour obtenir par identification le filtres stable et causal

L _4/(ro
h(t) = z5¢ RO oo (1)

Diagramme de Bode

~w |2
H =10log; % = 101og;o [h(w)]?
—_— U
décibel
Circuit RC (fin)
— 1 - 1
he — h 2 —
() 1+ RCjw — W) 1+ (RCw)?

H(w) = -10log;o(1 + (RCw)?)

3.3.3 Filtre passe-bas réalisable

Approximation du passe-bas idéal Le filtre passe bas idéal 7;‘15’]3 =1y, w.](w) n'est
pas une fraction rationnelle et n’est donc pas réalisable par un circuit électrique. On
souhaite ’approcher par une fraction rationnelle pour pouvoir I'implémenter de maniere
approché.

Gabarit L’erreur d’approximation est contrélée sur \75“]2 par un gabarit spécifiant ¢,
et €4, les amplitudes des oscillations dans la bande de passage et d’atténuation, ainsi que
Aw la largeur de la bande de transition.

Phase On néglige ici le probléme de la phase mais celui-ci est trés important en pra-
tique. On souhaite se rapprocher de h(w) = [A*|ei% (phase linéaire) qui permet d’éviter
que les différentes fréquences se déphasent les unes par rapport aux autres
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FI1GURE 3.5 — Gabarit d’un filtre passe bas.

Partie passante On la définit souvent comme la partie telle que [h¥(w)]? > 1/2 ou
encore H(w) > -3dB.

Filtres de Butterworth

[0 ———

Réalisable et tel que
— 2
-n>1: |h§w(w)| est plat au voisinage de 0 car les (2n—1) premieres dérivées sont
nulles.
—=w 2 —~ 9
Ve # e [RE ()]~ gl

— Le spectre est monotone.

Filtres de Chebyshev
1

oo
|hn (w)| 1+620n(w%)2

ou Cy, est le polyndéme de Chebyshev d’ordre n (Cy,(cosf) = cos(nf)).
— Meilleure approximation a 1 ordre n donné que Butterworth.
— Oscillation mais monotonie dans la bande de rejet.

3.4 Exemples

3.4.1 Modulation d’amplitude (A.M.)

Transmission de signaux par onde radio A.M. plus simple & comprendre que F.M.
(modulation de fréquence).
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Probléme Comment transporter N signaux réels gg,...gn-1 sur un méme média avec
comme seule hypothese V|w| > wp,g(w) = 0...

Pour les sons par exemples, 'oreille humaine est sensible a la gamme 10 — 20000H z
et ’essentiel de I'information est dans la bande 300 — 3300H z.

AM Double Side Band No Carrier Le principe est de moduler les signaux d’entrées
gn en les multipliant par des cos(2nwot), hy, = cos(2nwot)gn, puis de mélanger ces signaux
modulés dans un signal

5= Z hy = Zcos(anot)gn

qui est transmis. On va montrer que I'on peut récupérer g, a partir de s par modulation
et filtrage passe bas.
On obtient par calcul

F¥(hn) = F*(gn(t) cos(2nwot))
i % (F2(ga(£)e™>™00) + F2(gn(t)ei2m0))

1
= 5 (5—2nwofw(gn) + 52nw0~7:w(gn))
Le support fréquentiel de h,, est donc
[(-2n - 1Dwo, (-2n + 1w ] U [(2n = 1)wp, (2n + 1)wp ]

On note que dans F¥s = Y., F“h, les supports fréquentiels des h, sont disjoints.
On pose alors f,,; = cos(2lwpt)hy,. En réutilisant le calcul précédent, on obtient

F (i) = 5 (Boaten P () + 1 7 ()

1

= Z (5—2(l+n)w0~7:w(gn) + 6—2(l—n)w0~7:w(gn) + 62(l—n)wofw(gn) + 52(1-*—n)u.10~¢{’d(gn))

Le support fréquentiel de f,,; est donc

[(—2(n+1) = Dwo, (-2(n+1) + Dwo] U [(-2(n-1) = Dwo, (-2(n —1) + 1)wo]
u[(2(n—=1) = Dwo, (2(n=1) + Dwo] U [(2(n+1) = Dwo, (2(n+1) + 1)wo]

On vérifie que la restriction de F¥f,,; a [-wo,wp] est nulle si n # I et vaut %]:“’gn
sinon.

On retrouve donc g,, & partir de s en multipliant s par cos(2nwot) et en appliquant
le filtre passe bas idéal hpg de fréquence de coupure wg en multipliant le résultat obtenu
par 2.

® La transformée de Fourier est uniquement un moyen de calcul, tout se fait par
filtrage dans le domaine temporel.
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3.4.2 Flou optique

On a travaillé uniquement en dimension 1 mais tout se prolonge en dimension supé-
rieur. Par exemple, en dimension 2,

(¢,t)
——
]?(Qﬁla b2) = ff f(tht2)6—2277(¢1t1+¢>2t2)dt1dt2'

La réponse g d’une optique (de caméra ou d’appareil photo) en fonction de I'image
idéal d’entrée f s’obtient par convolution d’une réponse impulsionnelle h caractéristique
de 'optique :

g=hxf<g=hf

Le phénomene de flou correspond & une atténuation des hautes fréquences (un lis-
sage...).
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Chapitre 4

Echantillonnage et signaux
discrets

Sommaire
4.1 Imtroduction . . . . ... ... 31
4.2  Distribution périodique et transformée de Fourier . . . . . ... ... .. 32
421 But. . ... .. 32
4.2.2 Distributions T-périodiques . . . . . . ... ... ... .. 32
4.2.3 Sériesde Fourier . . . . ... ... ... ... ... ... ..., 32
4.2.4  Série de Fourier d’une distribution T-périodique . . . . . . . .. 33
4.2.5  Transformée de Fourier d’une distribution T-périodique . ... 34
4.3  Echantillonnage . . .. .. .. ... 35
4.3.1  Echantillonnage et distribution . . .. ............... 35
4.3.2 Formule de Poisson . . .. ... .. ... .. ..., ....... 35
4.3.3 Périodisation du spectre . . ... ... ... oL 36
4.3.4 Théoréme de Shannon . . . ... ... . ... ........... 38
4.3.5 Repliement spectral . . . ... ... ... ... L. 39

4.1 Introduction

Signaux discrets f: Z —RouC.
—~ N~——

discret continu
Cadre plus facile a analyser mais similaire a celui des signaux numériques :

f+ 7 - Z
— —

discret discret

Révolution numérique Les signaux numériques (que 'on étudiera a travers les si-
gnaux discrets) sont présents partout ou presque : microprocesseur, ordinateurs, CD,
MP3, JPEG, téléphone, TV...
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4.2 Distribution périodique et transformée de Fourier

4.2.1 But

On va montrer que les séries de Fourier des fonction périodiques et la Transformée
de Fourier correspondent & la méme chose dans le cadre de S’.

Domaine de Fourier On va voir que

F : périodique — discret

discret — périodique

4.2.2 Distributions T-périodiques

Définition Soit u € D', on définit 7pu € D’ par (rru, f)pr p = (u, -7 f)pr.p = (u, f(- +
T))pr.p. On dit que u € D" est T-périodique si T7ru = u.

Exemple f e L%([0,1]), foer = Sonez f(t - nT)1pg1[(t —nT) € Dy (ensemble des distri-
butions T-périodiques).

Proposition 17. Il existe x € D telle que

VieR, Y x(t-nt)=1.
nez

On parle de partition de I'unité T-périodique. On remarque que la somme est finie a
t fixé.

Démonstration. Soit f €D telle que f(t) >0 et f(¢) >0 sur [0,7] alors

_ f(t)
x(#) = Ynez [(t —nt)

convient. 0
Intérét Si g est T-périodique, [ x(t)g(t)dt = fOTg(t)dt.

4.2.3 Séries de Fourier

Théoréme 6. Soit (y,) une suite a croissance lente (Ip,IC, |y, < C(1 + n|)P),

Z ~ einnt/T
n

nez

converge au sens des distributions et est T-périodique.
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Tn €2i7rnt/T

Démonstration. ¥ .0 iz converge uniformément vers f continue, elle converge

donc dans D’. Par stabilité par dérivation, il est est de méme pour Y, .o fyneZi”"t/ T et
donc de }, Ape2mHT

La T-périodicité se déduit de la T-périodicité des sommes partielles.

O
On va montrer 'unicité de la décomposition de ces séries de Fourier.
Théoréme 7. Si (v,) est une suite d croissance lente telle que Y, A €2™HUT = () qu,
sens des distributions alors Yn,vy, =0
Démonstration. Soit f €D,
0= (> e f)p p
n
= > (™™ fYprp
n
en posant f(t) = x(t)e">™tT on obtient
_ Z f X(t)eiQﬂ'(n—no)t/Tdt
— JR
-y [TeiQW(n—no)t/Tdt
= Jo
0 =Ty,
O

4.2.4 Série de Fourier d’une distribution T-périodique

Théoréme 8. Soit u une distribution T-périodique, on définit

—2i7mt/T>

1
Tn(u) = f(uu xe DD

ot x est une partition de l'unité, alors v, (u) est a croissance lente, ne dépend pas de x
et

U= Z,yn(u)eZiﬁnt/T.
n

Démonstration. On vérifie que u =1 xu =Y, Tpxu = ¥ Tor(xu). @ = xu est une distri-
bution a support compact telle que u =Y., 7, 7t.

4 est a support compact K donc, si xx est une fonction de D égale a 1 sur K, il
existe une constante C' et un ordre k tels que

1 B i
)] = |7 e )
0" 2t/ T j2mnt)T
<Cs v —i27n =C's Y -i2mn
Sup | ok (Xrce )| = Csup e
<C'(1+ )"
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et la suite est bien a croissance lente.
Soit feD, f=3 mrf est C™ et T-périodique. Ses coefficients de Fourier sont

£ _ l r —i2nt|T
f[n]—T/O f(t)e dt
T - .
- % | Serfemita

1 7 —i2mnt/T
= — t
= [ e
A T'aide de Dirichlet, on obtient

Il
=
s
=

a

Y
3
3
<
-

DD
nez
_ f n](a’ei%rnt/T)D,,D
nez
= fn]v-n(w)
nez

N . ~ N 3 ~
(X @)™ Pypp = 3 A (u)(e®™T, fipp
-N -N

N A
=T ya(u) f[-n]
N

—— T Y () f[-n] = (u, oo

nez

On en déduite que u =Y,z %(u)ei%”t/ T et que cette décomposition est unique de part
I'unicité de la décomposition en série de Fourier. ]

4.2.5 Transformée de Fourier d’une distribution 7T-périodique

Théoréme 9. Vu e Dp,ueS' et Fu=3, yn(u)dyr-

2mnt /T

Démonstration. On décompose u en série de Fourier : u =Y v, (u)e avec |y, (u)| <

C(1 + |n|)P.
Montrons que v = 3, 0,,yp € S’. On vérifie, Vf €S, ¥n #0,
(v W)y fhsr s| = (W)l f (n/T)]
<C'(1+ /TP f(n/T)|
< C"Npsa(f)/n?

et donc que

(> (Wb, fss| < oNo(f) + C" Nz (f)
< CON,a(f).
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On pose alors vy = ZiVN Yn()d, 7 dont on vérifie qu’il converge vers v dans S’
FHun) = 2N Y (w)e™T converge alors vers F~'(v) dans S'.
Par ailleurs, on vérifie aisément que F~!(vy) converge vers u dans D’. Par unicité
de la limite dans D', u € S’ et F~1(v) = u. On en déduit immédiatement F(u) = v.
O

4.3 Echantillonnage

4.3.1 Echantillonnage et distribution

Echantillonnage On mesure une fonction continue f & croissance lente avec un pas
d’échantillonnage T', on obtient la collection de valeurs

(f (nT))nez.-

Discrétisé La bonne maniere de représenter ce procédé est de supposer que l'on
connalit la distribution suivante

fT =T Z f(nT)(snT
dont on montre, en utilisant les sommes de Riemann, qu’elle converge vers f dans S'.

Probleme On souhaite étudier les liens entre f et fp a travers leur transformée de
Fourier. On vérifie aisément que

]:fT =T Z f(nT)e—i%mTt

est 1/T-périodique. On va montrer que sous de bonnes hypothéses c¢’est la périodisée de
la transformée de f :

Ffr =2 0unrFFf.

4.3.2 Formule de Poisson

Transformée de Fourier du peigne de Dirac u =T d,r €S’
u est T-périodique donc uw = 3, yn(u)eﬁ”t/T et Fu = ¥ ynud, 7. Reste a calculer

Yn(u) :
1 —12mn —12mn,
n(u) = o xe 2 ) p = ST E(KT) e = 1
k
On obtient donc
u=T Z S = Z ei27rnt/T
Fu = Z 5n/T =T Z ei27r'me

La transformée de Fourier d’un peigne de Dirac de pas 1" est un peigne de Dirac de
pas 1/T (fréquence d’échantillonnage).
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Théoréme 10 (Poisson). Vf e S, TY,, f(nT) =Y, f(n/T).

Démonstration. En remarquant que Flu =Y, On/7, on obtient (u, f)s s =T ¥, f(nt) =
(F'u, Ff)ss = ¥ f(n/T). O

4.3.3 Périodisation du spectre

Théoréme d’échantillonnage Peut-on retrouver f a partir de fp ? Réponse donnée
par Whittaker (1925), Nyquist (1928), Kotelnikov (1933) mais la meilleure formalisation
a été proposée par Shannon (1949).

Bande limitée La continuité de f est I’hypothése minimale pour donner un sens a
I’échantillonnage. Pour obtenir un résultat positif a la question précédente, on a besoin
d’une hypotheése beaucoup plus forte : la fonction doit étre bande-limitée...

Définition On dit que f € S” est & bande limitée si et seulement si sa transformée de
Fourier est a support compact.

Remarque C’est une hypothese forte puisqu’elle implique

Proposition 18. Soit f € 8’ d bande limitée (i.e. Ff est a support compact et donc
Ffe&'), f est C* a croissance lente et f(x) = (Ff,e?™)g ¢

Les espaces £ et &£’ correspondent respectivement au fonctions C* bornée et aux
distributions a support compacts qui leur sont associés.

Démonstration. On pose g(x) = (Ff,xe*™ )er¢. Cette fonction est bien définie et au
plus a croissance polynomiale par un argument similaire a celui utilisé pour controler la
croissance des coefficients de Fourier des distributions T-périodiques. On vérifie aisément
qu'elle est dérivable de dérivée g'(x) = (Ff, xe'*™ x i2m)er ¢ et donc par récurrence
qu’elle est C*°

Soit h e S,

(f,h)srs =(Ff,F 'h)s.s

En utilisant le support compact de Ff, on peut passer a &’

(Ff,F 'h)er e

(1, [ (e dtyee
(Ff®h, ™) e may e (r2)
(h

=

<ff6227r£t)8”5>€’7€
h,g)ee

36



et en notant que g € C™ 4 croissance lente € S’

= <97 h)S',S

et donc f a un représentant C*

f(@)=g(x) = (Ff.xe> ™ )ere.

Théoréme 11. Si f est a bande limitée alors
Fir= ZTn/Tff

Démonstration. Supposons pour commencer que F f € D, ceci implique que Ff € S et
donc que f €S, on peut donc parler de f.
On a alors

Ffr=F(TY, f(nT)éur)
=T f(nT)Fbnr

Ffr =Ty f(nT)e™*™"
n
Cette série converge vers une fonction continue et on peut donc écrire
Ffr(¢) =T 3 f(nT)e ¢
n

On applique alors la formule de Poisson & g(t) = f(t)e ¥27®

Ffr(é) = 9(n/T).

G/ T) = [ g(Hye i mat
- f F(£)e2mt(nIT+0) gy
9(n/T) = (o +n/T),
on obtient donc pour f €S, telle que f € D,
Fir(¢) =3 f(o+n/T).

Soit f € 8’ & bande limitée, il existe une suite fk e S telle que fk soient a support
compact et converge vers Ff dans S’, dans D’ et dans &'.
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Vh € D, en utilisant le support fini des transformées de Fourier, il existe en ensemble
fini I;, qui est tel que

> Tn/TfImh)D’,D = > <Tn/Tfka h)p D

nelh

> A fosTopyrh)Dr D

nEIh

- Z (ff7 7——n/Th>D’,D

nelh

= Z <Tn/T‘7:f7h>'D’,’D = (Z Tn/TFf7h>D’,D-

’I’LEIh

On en déduit que fk,T = 2nTn/T fk 2, >n ToyTF [ qui appartient §' en tant que distri-
bution T-périodique.
En utilisant, alors le fait que les fi et f sont C* a croissance au plus polynomiale
et que Vn
fk(nT) = (fk7ei27rnT.>€',5 - <Ff7 eiQWnT)g',g = f(nT)a
on vérifie que Vh e S,
(fer,h)sr s ={T Y. fe(nT)énr, h)sr s
n
= TZ fe(nT)h(nT)
n
=T f(nT)h(nT) = (fr,h)ss-
n

P s’ p s’ . ey ..
On en déduit donc que fr 7 — fr, et donc que fi 7 — F fr. Par unicité de la limite,
on conclut alors

Fir= ZTn/Tff

4.3.4 Théoréme de Shannon

Théoréme 12. Si f continue € L? et si Ff est a support dans [-1/2T,1/2T] alors

f(t) = nze:Zf(nT)hT(t -nT) avec hp = %

Démonstration. f e L? a bande limité donc d’apres le théoréme précédent

ffT = ZTn/Tf
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dont on vérifie qu’elle est dans L120C et 1/T périodique. Sa série de Fourier est donnée par
Ffr=T Z f(nT)e_i%"t.
n

L’hypothese du théoreme se traduit par F fr1i_i/c27),1/21)] = F /- On en déduit alors

1 1/@T) 1/2T) | .
FEXWDP= [ @ = [ F@P =113

1/(21) 1/(21)

ainsi que

()(®) Lo S F(T)e ™0y 12y

% = hp(t), on en déduit, en utilisant la

continuité de la transformée de Fourier dans 1.2

En notant que .7:_1(T1[_1/(2T),1/(2T)]) =

FE S FD)he(t - ).

La convergence ponctuelle s’obtient en remarquant que Y. f(nT)hp(t—nT') est conti-
nue puisque (hr(t —nT)), € 2 et |hp(t —nT) = hp(t + h—nT) | P 0. O

Remarques
— Si f est un polynome trigonométrique, on retrouve le résultat mais avec une preuve
différente basée sur une décomposition en série de Fourier de e‘i2”¢t1[_1 J21),1/21)1(9)
vue comme une fonction de ¢.
— On peut obtenir des résultats sans ’hypothese f € L? mais en un sens plus faible.

Suréchantillonnage Si l'on suppose que Ff est & support dans | - 1/(22),1/(29Q)[
avec 2 > T et que l'on échantillonne avec un par T (on suréchantillonne), on peut
remplacer I'indicatrice par une fonction C* §. On remplace alors dans le théoréme hrp
par gr qui est plus réguliére et assure une convergence plus rapide de la série.

4.3.5 Repliement spectral

Repliement spectral/aliasing Que se passe-t-il lorsque les hypothéses de support
de Ff ne sont pas vérifices? Si f est a bande limitée, on a toujours Ffr = ¥ 7,rF f
mais on a plus Ff = F fr1[-1/(2T),1/(2T)]. On reconstruit avec la formule de Shannon
un signal différent de f...

Exemple
— f(t) = cos(2mpot) avec ¢g € [0,1/(2T)[

1 1
Ff= 5(&;&0 + 5*¢>0) - Ffr= 5 Z(6¢0+n/T + 6f¢0+n/T)
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N~

Formule de Shannon { lDiscrétisation

fr A Ff

MY

FIGURE 4.1 — Illustration du théoréme de Shannon.

Formule do-S

FIGURE 4.2 — Repliement spectral et échec de la formule de Shannon.
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¢o+n/T e[-1/(2T),1/(2T)] < n=0 -¢o+n/T e[-1/(2T),1/(2T)] <= n=0

= Ffrlyen.ayen) = %(% +0-g0) = Ff
— f(t) = cos(2mpot) avec ¢ €]1/(2T),3/(2T)[

1 1
Ff =500 +0-60) = Ffr =5 2 Bogunsr + 0-ggn/7)
do+nT e [-1/(2T),1/(2T)] = n=~1 o +n/T € [-1/(2T),1/(2T)] < n = 1
1
= Ffrliyerya/en) = 5(5¢0—1/T +0_gy +1/T) # F f

FNEF friyerayery) = cos@r(1/T - go)t) # f

On observe une fréquence plus lente que la fréquence réelle.

Cinéma Pour les films cinéma, on acquiert uniquement 24 images par seconde, ce n’est
pas assez pour les mouvements rapides. Le repliement spectrale qui en découle s’observe
par exemple a travers le phénomene des roues de voitures qui tournent « a ’envers ».

Prélissage Comment échantillonner un signal f avec un pas T si celui-ci n’est pas a
bande limitée dans [-1/(27),1/(27)] ? Dans le cas L2, la réponse est simple : on cherche
une fonction g € L? proche de f telle que Fg soit a support dans [-1/(27),1/(2T)]. Le
meilleur choix pour g est la projection de f sur I’espace des fonctions dont la transformée
est a support dans [-1/(27),1/(27)] :

Fg=Ffx 1121121 (lissage par un filtre passe bas idéal)

CAN Un Convertisseur Analogique-Digital qui transforme un signal analogique en
signal discret est ainsi composé d’un filtre passe bas suivi d’un échantillonneur uniforme.
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Chapitre 5

Traitement du signal discret

Sommaire
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5.2.1 Filtrage . .. ... ... 44
5.2.2  Transformée de Fourier . . . . . ... ... ... ... . ..... 44
5.3 Transformée en z et synthese de filtre discret . . . . .. ... ... ... 45
5.3.1 Transformée en z . . . ... . ... ... 45
5.3.2  Filtres récursifs et fractions rationnelles . . . . .. ... ... .. 47
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5.1 Introduction

Signal discret fr =Y,z f[nT]0n & T fixé ou de maniére équivalente {f[nT]},ez.
Pour simplifier les notations, on suppose que 7' =1 :

fl = Z f[n]‘sn ~ {f[n]}neZ

nez

Filtrage discret filtrage stable pour cette classe de distributions/les suites.

Dirac discret Avec un léger abus de notation, on pose

5k[n]={l sinzk.

0 sinon

De sorte que on retrouve une écriture similaire a celle au sens des distributions

fln]= ) flklék[n].

keZ
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5.2 Filtrage discret homogene

5.2.1 Filtrage

Filtre L : CZ - CZ linéaire et homogene (stationnaire).

= Lf[n]= > (L6[--k])[n] =D Lé[n-k]

keZ keZ
=Ld» f[n] ou * est la convolution discrete.

On retrouve en L la réponse impulsionnelle et le fait qu'un filtre correspond a une
convolution.

Définitions
— L est causal si et seulement si Ld[n] =0,Vn <0.
— L est stable si et seulement si f € /*° == Lf e/l (i.e. Lé e })

5.2.2 Transformée de Fourier

Définition h = L8 = ¥,z h[n]d, ~ h(¢) = ¥, h[n]e ™" (fonction de transfert).
Cette définition est valide si h € £! mais s’étend sans soucis si ce n’est pas le cas. Elle
reste de plus cohérente avec la transformée au sens des distributions.

Vecteurs propres Les exponentielles complexes sont des vecteurs propres de L :

(Le™™)[n] = h(¢)e™".

Variante On note parfois h*(w) = ¥,,ez h[n]e ™™ comme on a fait pour les signaux
analogiques.

Propriété LJ (w) =% (w)f*(w).

Exemple Filtre passe bas idéal est défini par la restriction de sa fonction de transfert
2m-périodique sur sur [~7, 7] par hpp(w) = 1[0, w.]-
Sa réponse impulsionnelle est

1 T iwn
hpg[n] = o [77 hpp(w)e™" dw
_ sinc(wen)
o

On obtient comme filtre I’échantillonné uniforme du filtre analogique passe-bas.
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—T —We We T

FIGURE 5.1 — Filtre passe bas idéal.

5.3 Transformée en z et synthese de filtre discret

5.3.1 Transformée en =z

Cadre Extension de la T.F. du cercle unité au plan complexe.

Continu (Laplace) Pour f continue,

weR - [R F(H)e@tds 2P e C s fR f(t)ePide

Fourier correspond a p = iw.

Discret (transformé en z) Pour f discret,

weR~ z f[n]efiwn M}

nez

zeCr Y fln]z™

en z
nez

Fourier correspond a z = e

Notation f(z2) =Y, fIn]z™"

Convergence f(z) est une série de Laurent (somme d’une série entiére S en z et
d’une série entiere Sp en 27!

F(z) =3 flenle"+ 3 fln] (=)™

n>0 n>0

St Sa

Le domaine de convergence de z est donc I'intersection des domaines de convergences de
S1 et Sy. Pour S7, on utilise les propriétés des séries entieres pour obtenir ’existence de

45



FIGURE 5.2 — Domaine de convergence d’une transformée en z.

R e R tel que
Vlz| <R, | fl-n]z"| < +o0
n>0
V[z|> R, | f[-n]z"| = +o0 ou n’admet pas de limite.
n>0

Pour Sy, on obtient l’existence de 1/r € R tel que

Ve < 1fr, |3 FIn)(z) < oo

n>0

vz > 1/r, | > f[n](z"H)™| = +00 ou n’admet pas de limite.

n>0

On en déduit que le domaine de convergence de la série de Laurent f(z) est une couronne
comprise entre les rayons r et R.

Propriétés
— Un filtre h est stable si et seulement si sa transformée en z est définie au voisinage
du cercle unité
— Si filtre h est causal alors R = +00.

Convolution h f(z) =h(z)f(z) (comme pour la transformée de Fourier)
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Exemples

h[n] =8[k-n] = h(z)=z"" (retard)
~ 1
hin] =a"1,50 = h(z) = |z| > |a
1-az!
~ az!
h[n] =na"lps = h(z) = ——— 2] > |a|
1-az!

5.3.2 Filtres récursifs et fractions rationnelles

Filtres récursifs Famille de filtres implémentables en pratique : g = Lf est défini de
maniére récursive par

M

Z axg[n - k] Z wf[n—k] (cf équations différentielles en continue)
k=0 j=0

M
< g[n]=aqy (Z Zakgn k])

k=0 k=1

Filtres causaux par construction.

Transformée en z La transformée en z de I’équation de définition donne

N M _
S a2 g(2) = 3 bz M F(2).
k=0 k=0

La transformée en z du filtre h associé est donc la fraction rationnelle en 271

7;(2) _ @;(Z) _ Zi:\{() bkz_k

f(2) Zszo agz "

qui peut se décomposer en éléments simples dans C

. M-N Tk nb racines d, Crd
hz)= > az"+ > > ’
k=0

_1\d
r=1  d=1 ( _ z_)
&r
ou les &, sont les racines de Z;ZCV:O akxk, d, est le degré de multiplicité de &,.

Propriétés Le filtre est stable et causal si et seulement si || > 1 pour tout r.

5.3.3 Transfert de filtres analogiques

Probléme Comment transformer un filtrer continu en un filtre discret analogue ?

he(w) = ha(z)

continu discret
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Filtres rationnels
N(iw) N(F(2))
D(iw) D(F(z))

Fraction rationnelle F' idéale telle que F(¢™) = iw n’existe pas. On la remplace par des
approximations : par exemple,

W (w) = - ha(z) = avec F' fraction rationnelle

F(z)=1-z2
PE) =1

5.4 Signaux finis

Cadre Que faire lorsqu’on a uniquement N valeurs de f : (f[n])o<n<n-17

Périodisation fper[n] = Ypez f[n — kN1 n-1[n - EN] permet de se ramener aux
signaux discrets. Attention la périodisation entraine des problémes de bords.

Transformée de Fourier Signal discret et périodiques (~ N échantillons) = TF
discrete et périodiques (~ N fréquences).
Théoréme 13. {ex[n] = —=e2™/NY ) 1 n_1 est une base orthonormée de CN .

VN

On retrouve a ’'aide de ce théoreme ce que 'on aurait pu dans le cadre des distribu-
tions périodiques

— Parseval Z o l(f,en))? = 7]:;_01 |f[n]]?

— Inversion : f[n] = Xx(f, ex)ex[n]
On note habituellement f[n] le coefficient de Fourier (f,ey).

Convolution circulaire Pour les fonctions N-périodiques discretes, on pose

fehln Zf

et on vérifie que

Foh=Fxh (5.1)

Intérét C’est en fait la seule TF que manipule les ordinateurs. Il existe un algorithme
rapide pour la calculer I'agorithme de FFT (Fast Fourier Transform).
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Chapitre 6

Traitement du signal aléatoire

Sommaire
6.1 Introduction . . . ... ... ... 49
6.2 Processus stationnaire au sens large . . . . ... ... Lo L0 L. 50
6.2.1 Définitions . . . . . . ... 50
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6.4.2 Décomposition canonique . . . ... ... 59
6.4.3 Prédiction . . . . . ... 60
6.4.4 Estimation des coeffs ’A.R. . . . . ... ... ... L. 61

6.1 Introduction

Cadre discret (f[n])nez mais variables aléatoires au lieu de variables scalaires.

Intérét Modélisation de classe de signaux a la place d’une seule réalisation.

Exemple Parole : prise en compte de la variabilité intra/inter personnes.
fln] = X[n](w) = X[n]
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6.2 Processus stationnaire au sens large

6.2.1 Définitions

Processus aléatoire : (X[n]),ez suite aléatoire X[n] € R ou C.

Loi jointe : P{X[ni] € Ay,..., X [nk] € A} caractérise le processus.

Hypothese : Vn, X[n] e L2(Q) (Existence d'une moyenne et d’une variance).

Moyenne : p[n] =E(X[n])

(Auto-)eovariance : Rx[n,m] = Cov(X[n], X[m]) = E ((X[n] - p[n])(X[m] = u[m]))-

Définition Un processus stationnaire au sens large (PSSL) (X [n])nez est une suite de
variables aléatoires réelles ou complexes de carrés intégrables telle que p[n] est constant
et Rx(n,m) ne dépend que de n —m.

On pose p = py = E(X[n]) et, avec un léger abus de notation, Rx(n) = Rx(n,0) =
Rx (n +k, k)

Rx est parfois appelée “fonction de covariance”.

La définition de la covariance donne immédiatement :

Proposition 19. Rx[n—m] = Rx[m —n]

Exemples
— Une suite de variables L? i.i.d. est un PSSL, (c’est méme un processus stationnaire
au sens strict),
— une suite de variables non corrélés de méme moyenne et de méme variance est un
PSSL,
— une suite constante faite de la méme variable L? est un PSSL
En traitement du signal, on a souvent une seule réalisation, I’hypothese de station-
narité permet de réduire la “dimension” du probléme en se ramenant a 1’étude de 2
parametres p et Ry.

6.2.2 Estimation de la moyenne et de la covariance

Estimateur de la moyenne Moyenne empirique iy = % N X [n].
Estimateur sans biais Efiy = p.

Définition Le processus est “ergodique pour la moyenne” si limy_ oo fiy = p¢ (au sens
de la convergence L?).

Proposition 20.

o =l N-1 _|£|
E (v - nl*) = + __Z]:Vl ~ | Bxln]

(X[n]) est ergodique pour la moyenne si et seulement si cette quantité tend vers O et
donc si Rx[n] tend vers 0 assez rapidement.
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Démonstration.

E (Jfw - 1) = (z N - 1(X[n] - u)(X[m]—u))

0<n,m
! Rx[n-m]
= x[n -
N? 0<n,m<N-1
1
=32 >, (N-l)Rx[1]
-N+1<I<N-1

B(ax-it)- 5 % (1-2) o

n=—N+1

Exemple Suite orthogonale : E((fin —1)?) = Rx(0)/N...
L’autocovariance s’estime comme moyenne empiriques de produits des réalisations
avec délais : pour m > 0, cela donne

Rx[n] = — ), N -1(X[m] - iw)(X[m - n] - fin)

m=n

6.2.3 Opérateurs de covariance et puissance spectrale

Opérateurs de covariance (f[n])~ Rf[n]=Y,, Rx[n—m]f[m]=Rx » f[n]
Hermitien : (g, Rf) = £y g[n]RF[n] = T Sy g{n R [~ m1[m] = o . gl R [m-

n]fTm] = {Ra. f) o

Positi : (f. 2f) = Sy Rx [m = n] Fn]Fm] = E (S, ] (X[n] - 0))*) > 0

Attention ces calculs ne sont valides que si f est une suite finie ou si (Rx[n]) € £*.

Si Ry € £}, on pose R%(w) = ¥z Rx[n]e™™ (Transformée de Fourier discréte donc
R% (w) est 27 périodique).

On vérifie que comme R est un opérateur positif, R % (w) 0.

Définition R“)’((w) est la puissance spectrale du processus.
Interprétation comme énergie moyenne par unité de fréquence un peu plus tard...

Exemple Bruit blanc RX[] o%5[n] - R%(w) = 0%
Remarque : Rx[n] = 5= [ R (w)e™ = dw.

Mesure spectrale Que faire si Ry ¢ ¢ 7 Passage & la transformée de Fourier au sens
des distributions ou des mesures...

X PSSL — :
— Rx[0] 20
- Rx[-n] = Rx[n]
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- [Rx[n]| < Rx[0]

Démonstration. (Cov(X[0]+AX[n], X[0]+AX[n]) = (1+|\?)Rx[0]+(ARx[n]+ARx[n] >

0 On choisit A = uéﬂ% avec g réel. On en déduit (1 + pu?)Rx[0] + 2u|Rx[n]| 2 0 et

donc en notant que le discriminant de ce polyndéme réel de degré 2 est nécessairement
négatif ou nul, [Rx[n]> < Rx[0]% O

Exemples Bruit Blanc Rx[n] = 0?6[n] ou suite constante X[n] =Y Rx[n]= o>

Proposition 21. Rx est une suite de type positif i.e.

Vk>1,Y(ni,...,n),[Rx[ni —nj]]icij<k est une matrice hermitienne de type positif
Z Zn;Zn; Rx [ —n5] 2 0,V2p,,. .., 2, €C
1<i,j<k
Démonstration. Ce n’est qu’une redite ou presque de la preuve précédente... O

Théoréme 14 (Herglotz). Si Rx est de type positif alors il existe une unique mesure
positive pux sur [-m, [ telle que

Rx[n] ! fwemwux(dw).

“or Jon
px (dw) = R% (w)dw si Ry e ™.
Rx[n] =0? < ux = 2mo?d.

FEsquisse de démonstration.

1 o
VN > 0,98 (w) = N Y ™™ Rx[n—m] >0 par hypothese.
0<m,n<N-1

N-1 .
= > (1L-Jl/N)Rx[1]e™*
I=—N+1

On pose pun(dw) = gy (w)dw qui est une mesure positive telle que

1

(- WM)Rx(] = 5= [ " ().

On fait tendre N vers l'infini et comme py ([-7,7]) = Rx[0], on peut extraire une sous-
suite qui converge étroitement vers une mesure positive p. On vérifie aisément que cette
mesure convient. Reste a prouver 'unicité... O

Définition px est la mesure spectrale du processus.
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6.2.4 Filtrage linéaire homogéne

Filtrage d’un PSSL Soit h € ¢! un filtre (une réponse impulsionnelle) et X un PSSL,
on peut définir

=h»X <Y[n Zhn kE1X
C’est un PSSL :

= BY[n] =E(X)h[n - k]X[k]) = ¥ h[n - K]E(X[k]) = (L h[n - k])u
— Cov(Y[n],Y[m]) = Cov(h « X[n],h » X[m])

Proposition 22. Si Ry € /!,

Cov(h* X[n],g*Y[m])=h*gxTc[n-m] avec g[n] = g[-n].

Démonstration.

Cov(h*X[n],g*Y[m]):E( X hln - k(X )(Zg SUCIUR m))
= h[n—k]g[m—l]E((X[l]—u)(X[k]—M))

=Y h[n-klg[m-1]Rx[k-1]

)

Eo
~

B

h[n - k1g[l - m]Rx[k -]

b

)

hin-k]g» Rx[k—-m]

wM

Cov(h* X[n],g«Y[m]) = h =g Rx[n-m]
O

Théoréme 15 (Filtrage). Soit h e f1 et X un PSSL, Y = h+ X est un PSSL de mesure
spectrale py = [h* (w)ux.

Démonstration. Si Rx € £', en reprenant le calcul précédent, on obtient Ry € ¢! et
R\ﬁ = x ﬁwﬁ‘j’( = \/Hw|2]3:§ Pour étendre le résultat & Rx ¢ ¢', on utilise un argument
de densité. ]
6.2.5 Interprétation de la puissance spectrale

Soit le filtre passe bas ha ¢ de fonction de transfert 27-périodique définie sur [-7, 7]
par

sinon

27 : A
L osilw-¢<5
Z,g(w)={0 A 2,
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on note que A% = o= [T [A¥(w)[Pdw = 1.

Soit X un PSSL centré, tel que Ry € £! (ce n’est pas nécessaire mais permet d’utiliser
la transformée de Fourier « classique ») , on définit le processus aléatoire X ¢ = ha ¢ X
qui ne conserve que les composantes fréquentielles au voisinage de £. Son énergie moyenne
est donnée par

1 7, Ry (w)
E(|XA,§|2) = Rx, (0) = o [W RXA,s(w)dw - j\;fgkA/z XA d,

qui tend vers ﬁ&({ ) si ﬁ‘j’( est continue en &, ce qui est le cas avec ’hypothése Ry € £'.
La puissance spectrale en & est donc proportionnelle a I’énergie moyenne du processus
filtré autour de la fréquence &.

6.2.6 Classification, innovation

Cadre et notations On considére toujours que le processus X étudié est centré par
soucis de simplification, bien que ce ne soit pas requis.
Dans L2(€, B,P), on définit H,,(X) le sous-espace de Hilbert engendré par (X [k])x<n :

H,(X) =€ZakX[k],ak eRouC,-0c0 <N <n}.
N

Définitions
— X est purement aléatoire si N,z H,(X) = {0}.
— X est purement déterministe si H,(X) = Ho(X), Vn € Z.

Exemples
— Bruit blanc : X[m] L Hy(X),m>n = Npez L X[m],Vm = N,z = {0}.
- X[n]=Y = H,(X)={aY,acRouC}=Hy(X)

Proposition 23. Soit X un PSSL, il existe une décomposition de X en X'+ X" avec
X' purement aléatoire et X" purement déterministe.

Démonstration. Soit F =Nz Hy(X), on définit F,, le complémentaire orthogonal de F'
dans H, (X).
On pose alors X'[n] = Proj(X[n]|E,) = E(X[n]|E,) et X"[n] = Proj(X[n]|F) =
On a H,(X") =Proj(H,(X)|F) = F et donc X" est purement déterministe.
Comme E,, > E,_1, Proj(H,(X)|E,) = Hy(X') et donc H,(X) = F & H,(X') et
F=N,Hy(X)=Fe&nN,H,(X"). On en déduit alors que N, H,(X’) = {0} et donc que
que X' est purement aléatoire. O
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Définition On appelle processus d’innovation de X le processus U défini par U[n] =
X[n] - Proj(X[n]|Ho-1 (X)):

BB:U,=X,/ X,=Y = U,=0
Proposition 24. i) Le processus d’innovation est un bruit blanc faible.

it) Hy(U) ¢ Hy(X) avec égalité si et seulement si X est purement aléatoire.

Démonstration. i) U[n] L Hy-1(X) et U[n] € Hy(X) donc Uln] L Un-1],...,Umn -
k],VEk. Reste donc & vérifier que E(U[n]) = cst et que V(U[n]) = cst. Clest une
conséquence de la définition de U[n] = X[n] — Proj(X[n]|H,-1(X)) et du fait que
X[n]~ X[n-1] se prolonge en une isométrie de H(X).
ii) Par construction U[n] € H,(X) et donc H,(U) c H,(X). Plus précisément,
H,(X) = Vect(U[n]) ® H,,-1(X)
= Veet(UTn), . UTn~ p]) ® Hyp1(X)

en faisant tendre p vers l'infini
= Hn(U) ® mHn(X)
H,(X)=H,(U)aF.

On en déduit que H,(U) = H,(X) implique F = {0} et donc que X est purement
aléatoire. O

Théoréme 16. Soit X un PSSL centré et U son processus d’innovation. Si X est
purement aléatoire alors Ja € 0% tel que

+ 00
X[n]=> a[k]U[n - k]
k=0
Cela signifie que tout PSSL purement aléatoire est I'image par un filtre causal d’un
bruit blanc (la réciproque est évidemment vraie).

Démonstration. Hp(X) = Hy(U) et (U[n]) est une famille orthogonale donc

W (X[n],Uln - k)

X = 2 o R

Uln - k].
U étant un bruit blanc faible, |U[n—k]|? est constant et par stationnarité (X [n], U[n-k])

ne dépend que de k.
O

6.3 Filtrage de Wiener

6.3.1 Le probléme du filtrage

Cadre général On observe un signal D qui est une version dégradée d’un signal
d’intérét X
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But estimer au mieux X a partir de D.
Cadre statistique modélisation aléatoire.

Exemple D =X+ B avec X et B deux PSSL indépendants pour lesquels on connait
Rx et Rp. En pratique, Rp est obtenu lors du calibrage de 'instrument et Rx est estimé
a partir des donnés a l’aide de la relation Rp = Rx + Rp.

Hypothéses sur le probleme On s’intéressera ici a des cas ou D = f(X, B) avec X
et D deux PSSLs pour lesquels on connait Rx, Rp et la covariance Rxp[n] = Cov(X[n+
k], D[k]).

Par commodité, on supposera que p = 0.

Estimateur opérateur L: D+~ X = L(D).

Critére on cherche a minimiser I'erreur quadratique ponctuelle :

E((X[n]- X[n])") = [ X[n] - X[n]}.

6.3.2 Espérance conditionnelle et filtrage linéaire

Cas général la meilleure solution est donnée par X[n] = E(X[n]|H(D)) (espérance
conditionnelle). A priori, ceci est trop difficile & déterminer.

Cas gaussien (X[n], D[n])nez est gaussien <, VI fini c Z,(X[n], D[n])ner est un
vecteur gaussien. Dans ce cas, X[n] = E(X[n]|H (D)) est linéaire en D :

X[n] = Zk:a[n - k]D[k]

ou la convolution apparait par stationnarité du probléme.

Cas linéaire on impose a L d’étre linéaire en D et on optimise dans ce cadre. C’est
moins bien que I’espérance conditionnelle mais on obtient quelque chose de calculable.

Théoréme 17 (Régression linéaire). (Théoréme de la projection sur H(D) qui est
fermé)
— Le probléme de la minimisation de |A - A|?> pour A € H(D) admet une solution
unique Ay = Proj(A|H (D)) (projection orthogonale de A sur H(D)).
— Ay est caractérisé par
- Age H(D)
~ A-Ay L D[k],Vk
— Ay satisfait € = |A - Ag|? = | A||> - (A, Ag)
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En pratique, on supposera que Ag = Y.z a[k]D[k], ce qui est légérement plus fort
que Ag € H(D), et on cherchera & déterminer les coefficients a[k]. On verra que sous
des hypothéses d’appartenance & ¢! de fonctions de covariance, on trouvera bien une
solution de cette forme qui satisfait les conditions du théoréme de la régression linéaire.

Ceci permet la caractérisation du filtre de Wiener.

6.3.3 Filtre de Wiener

Estimation par filtrage de Wiener On applique le résultat précédent & X[n] et on
obtient en utilisant la stationnarité que X|[n] la projection linéaire de X [n] sur H(D)
est déterminée par

E((X[n] - X[n])) D) =0 (1)

Cette derniere condition se réécrit

{[] % hln - k]D[k]

E(X[n]D[k]) = zh —1JE(D[I]D[k]) <> Rxpln—-k]=h* Rp[n-k].

Si Rxp et Rp € ¢! (existence d’une densité spectrale), on obtient R\&D = Ewﬁ‘f) ou
encore

Ao = fxp.
Ry
Exemples
— R“’
- D=X+B = h¥=—=>—
Rw + R‘*’
"‘wa

*D=g*X+B :EWIﬁ
[Gv[PRY + RY,

Théoréme 18 (Wiener). Parmi les processus X linéaires en D, celui qui minimise
Uerreur quadratique moyenne € = | X[n] — X[n]|? est X = h » D avec h* = Rg—;’ et
Uerreur minimale atteinte est

17 B{(0)Rp (W) - (Rgp)* (w)
271'/ R"i’)(w) de

€ =

Démonstration. Seul le second point reste a prouver :
e=E(|X[n]]*) - Zh - [JE(X[n]D[1])

—RX Zh -1 RXD l]
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Par la formule de reconstruction et Parseval

1 T _ 1 -~
:—f R&(w)dw——/ 7 (@) R p(w)dw
2w J-x 27 J-n

1 f” R (W) Ry (w) - R p(w)I?

— ~ dw
2 J-= R‘*l))(w)

Interprétation du filtrage pour le débruitage Si D =X + B,
R% (W) Rp(w) - Ry p(w) = R (w)(R% (w) + RE(w)) - (R%)*(w) = Ry (w) R (w)

1 - Rw Ew 1 T .
e:—[ x () B (w) dwzz—f 7 (o) B (w)dw
mwJ-7

21 J-r R (w) + R%(w)
Interprétation :
7 (w) = R4 (w) )1 osi R4 (w) » R%(w)
Ry (W) +R3(w) |0 si R%(w) < R4(w)’

On élimine les fréquences ou le bruit domine et dans l’erreur on retrouve la partie
fréquentielle correspondant a ces fréquences. On a donc bien effectué un filtrage!

6.4 Filtres auto-régressifs

6.4.1 Définition

Définition Un PSSL X est Auto-Régressif (A.R.) si il existe un polynéme P non nul
et un B.B. normalisé tels que

D * X =B
oil p est le filtre associé a P (p(z) = P(z71)).

Remarque Quitte a décaler B, on peut toujours supposer P(0) # 0. Cette définition
correspond donc a la formule de récurrence suivante

X[n] = - (— S ek X[n— k] + B[n])

a0 \ k=1
avec P(x) = Y, Apa®.
Proposition 25. P n’a pas de racines de module 1.

Démonstration. Par le théoréme du filtrage, [p* (w)|?R% (w) = R%(w) soit |P(e™)|R%(w) =
1. O

p(z) admet donc un inverse p~1(z) = 1/p(z) sur un voisinage du cercle unité.

58



Probléme Le filtre associé & ' est stable et causal si et seulement si toutes les racines
de P sont de modules strictement supérieur a 1. Ce qui n’est évidemment pas toujours
le cas!

6.4.2 Décomposition canonique

Proposition 26. Soit P un polynome sans racine de module 1 et tel que P(0) # 0, il
existe un unique polynome Py et un unique réel o > 0 tels que

— o|P(zY)| = |Py(z7Y)| sur le cercle unité.

— Py a toutes ses racines de module > 1.

- Py(0)=1

On parle de couple canonique (Fy, o) associé a P.

Démonstration. Existence :

[P(=")] =

N
cl}(z_1 -&)

ou les &; sont les racines de P

A
= el [Tl - &
i=1
On utilise alors la propriété suivante valide pour tout z € C de module 1 et tout & € C,

=g =l - =1 -z =€z - 1] = |¢

1
Zl—:‘,
§

pour remplacer dans le produit précédent |2~1 —¢| par |&] |27 - %‘ pour toutes les racines
& de module < 1. Quitte a les réordonner, on peut imposer que cela nécessite uniquement

de modifier les N’ premiéres racines, de sorte que

N/
PCEY =TTl - =] T M-
=1 1 li=N"+1
N’ N’ 1 N o
(e ke H(z —=) 1 G"-e)
el i1 &) =N

1 -
= —|Ro(=7)]
o
Unicité : On suppose que |A(z)| = ¢|B(z)] sur le cercle unité, A(0) = B(0) =1 et que

toutes les racines sont de module > 1. On va montre que A= B et c=1.
Soient & les racines de A et n les racines de B : pour z de module 1,

N _ M
l}(z ~&)(z-&)=¢ E(z - 1) (Z =)
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N+M

On multiplie a gauche et a droite par z et on utilise zZ = 1 pour obtenir

N _ M
M 11(2 -&)(1-¢&2) = 2N Q(z -n)(1=1m;2).

Ces deux polynémes coincident sur le cercle unité, ils sont donc égaux. Les ensembles
de racines se correspondent donc

1 1
{&,=,1<k<N}={n,—,1<k< M}
&k Mk
On en déduit que N = M et la condition |{x| > 1 et 7| > 1 assurent que en fait
{&k, 1<k<N}={n,1<k<M}.
Les polynomes A et B sont donc proportionnels, la condition A(0) = B(0) assure leur
égalité. ]

Proposition 27. Soit X un PSSL A.R., il existe un unique couple (Py, o) tel que
— Pyx X = 0By avec By un bruit blanc normalisé.
— Py(0) =1 et Py a toutes ses racines de modules > 1.

On parle d’écriture canonique du PSSL X.

Démonstration. X est un PSSL A.R. donc il existe P tel que Px X = B avec B un bruit
blanc normalisé. Soit (Py,o) le couple canonique associé a P. On vérifie aisément que
Py + X est un PSSL de puissance spectrale |P¥(w)[?Rx (w) = o?|P¥(w)[?Rx (w) = o2.
C’est a dire que (%Po * X est un bruit blanc normalisé. L’unicité s’obtient du fait que
P (@)PRx (w) = 2[P7 ()] Rx (w) implique By (w)PRx(w) = Z[PTy () Rx (w).
La proposition précédente donne alors le résultat souhaité. ]

6.4.3 Prédiction
Proposition 28. Soit Pyx X = 0By la décomposition canonique d’un processus X A.R.,
Hn(X) = Hn(BO)

Corollaire 2. X est un processus purement aléatoire et o By est son processus d’inno-
vation.

Démonstration. Py est causal donc H,(By) ¢ H,(X).
Py admet un inverse Po’l causal tel que X = UP61 * By et donc Hy,(X) c Hy,(By). O

Théoréme 19. Soz'Nt X un PSSL A.R. de décomposition canonique Py » X = 0By, la
prédiction linéaire X[n + 1] de X[n + 1] en fonction de H,(X) est la projection de
X[n+1] sur Hy(X) :

. N
Xn+1]1=-Yk=1"a; X[n-k+1] ot Py(z) =1+ azz”
k=1

et B(|X[n+1]-X[n+1]]?) =02
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Démonstration. Par définition,

X[n+1]+g:akX[n—k+1]:UBo[n+1]LHn(X)
k=1

donc
Proj(X[n+1]|H,(X)) = X[n+1] ==Y k=1"ap X[n -k +1].

On en déduit que X[n+1]-X[n+1] = cBy[n+1] d’olt une erreur quadratique moyenne
de o2 O

Remarque X|[n + k] se calcule de maniére récursive pour k > 1 :
X0+ k] = Proj(X[n + k]| Ha(X)) = Proj(Proj(-Proj( X [n + K] Hoss1(X))| Hs1 (X)) Hn (X)),

Pour déterminer I'erreur, on utilise plutot :
X =0Py-1+By = X[n+k] UZ(PO [[]1Bo[n +k-1]
— X[n+k]-X[n+k] O'Z(PO [[]1Bo[n +k-1]

et donc E(|X[n+k] - X[n+k]?) =2 2F 4 (P12

6.4.4 Estimation des coeffs d’A.R.

Probléme Supposons que X soit un A.R., comment déterminer les coefficients de son
écriture canonique

N
ZakX n— k O'B()[’I’L]?

Idée On multiplie par X[n -] et on prend I’espérance :

Rx[l] + JZV: aka[l - k] = URBO)([Z].
k=1

On note alors que la quantité de droite est nulle des que [ > 0. On obtient donc la série
d’équation :

N
Vi> O—Rx[l] = E Oszxl:l - k‘]
k=1
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soit sous forme matricielle pour I =1,..., N

Rx[0] Rx[-1] + Rx[-(N-1)]\ [ Rx[1]
Rx[)  Bx[0] - Rx[-OV-2)]|[ ez |_ | Al
Ry[N-1] Rx[N-2] -  Rx[0] an R[N +1]

Ce systeme est appelé systeme d’équations de Yule-Walker.
Il reste a le résoudre (inverser la matrice), ce qui n’est pas toujours possible sous
cette forme...

En pratique On fait face a 2 problémes : on ne connait pas N et on a pas accés a Rx
mais uniquement a une estimation.

Il existe cependant un algorithme efficace pour résoudre ce probeme : 'algorithme
de Durbin-Levinson.

L’exemple du LPC-10 Codage utilisé pour les téléphones.
voix = signal - Estimation des parameétres d’'un A.R. d’ordre 10 — transmissions
des parameétres — simulation d’'un PSSL avec ces parametres — signal émis ~ voix.
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